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HAUPTAUFSÄTZE 


Die Berechnung des statisch-unbestimmt gestützten, 
geschlossenen Kreisringes. 
Von ©. B. Biezeno und .J. .J. Koch in Delft. 


I. Einleitung. Ist ein geschlossener Kreisring unveränderlicehen Quersehnittes von senk- 

ıt zu seiner Ebene wirkenden Kräften belastet, so lassen sich. wie der erstzenannte 

\erfasser an andrer Stelle gezeigt hat'), die zu einem beliebigen Querschnitt gehörigen 

uneren” Größen (d.h. die Querkraft D, das Biegemoment M und das Torsionsmoment W) in 

Nfachster Weise „quası-statisch* berechnen. Greifen die Kräfte alle ın der Mittellinie des 
uinzes an, so lautet die Rechenvorsehrift folgendermaßen: 

Mache an der betrachteten Rıingstelle einen Schnitt und führe zur Wiederherstellung 


es Inerdureh verletzten Formänderuneszustandes beiderseitie die Größen D. M und W ein. 


bezeichne die Lage einer beliebigen äußeren Kraft P_ durch den bis zur Schnittstelle ge- 


= 


uessenen Zentriwinkel 9 ıhres Angriffpunktes. Multipliziere alle äußeren Kräfte sowie die 
Schnitt wirkenden statisch unbestimmten Größen mit dem zueehörieen Faktor 
laß also die zur einen Seite des Schnittes wirkenden Größen verschwinden und die zur 
eren Seite wirkenden Größen unverändert bleiben). Dann sind D. M und W dureh dıe 
ehgewichtsbedingungen des neuen Kraftsystems definiert. Ihre Werte sind unabhängig 
dem Verhältnis der beiden Steifiekeitszahlen «, und a; gezen Bierune und Torsion. 


Ist der Rinz in drei Punkten gestützt, so lassen sich die Reaktionskräfte im voraus mit 
der für den unzersehnittenen Ringe zeltenden wirkliehen Gleieheewichtsbedineungen 
chnen, so daß obenstehende Vorsehrift ohne weiteres auf ihn angewendet werden kann. 
lat man es aber mit einem im mehr als drei Punkten «zestützten Ringe zu tun, so 
en, wenn auch hier die Vorschrift benutzt werden soll, zunächst die statisch unbestimmten 
tonskräfte berechnet werden. Wie einfach, im Prinzip, die Herleitung der hierzu er- 
lichen Formänderungseleiehungen z.B. mit Hilfe der Castielianoschen Sätze 
sein mag, in Wirklichkeit erfordert sie eine äußerst langwierige Arbeit, deren zahlen- 
er Teil außerdem mit peinlicher Sorgfalt ausgeführt werden muß; denn die Erfahrung 
daß die genannten Gleichungen ganz besonders empfindlich gegen sehr geringe Änderungen 


'C.B.Biezeno: Über die quasi-statische Berechnung geschlossener kreisförmiger Ringe konstanten Quer 


ZAMM, Bd. 8, 1928, S. 237. 
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Ihrer Beiwerte sind. In diesem Aufsatz zeigen wir zunächst, wie mit Hilfe der in Ziff: 
voreeführten Tabelle für jede beliebige Zahl und bei jeder beliebigen Lage der Stützpuı 
die Formänderungseleichunzen des Rinzes mit einem Schlag angeschrieben werden kön 
In den darauf folgenden Ziffern spezialisieren wir uns dann auf solche Ringe, bei denen 
Stützpunkte regelmäßig über den Umfang verteilt sind. 


N Y N 
2 W+dW 






M M+dM 


\bh. 1. 


2. Die Eigenbelastungen des Ringes und die zu ihnen gehörigen Eigendurchbiegungen. \\: 
betrachten das in Abb. I gezeichnete Ringelement von der Länge rdg, unter Einwirkung 
der in seinen Enden wirkenden „inneren* Größen M, W und D und der äußeren Belastung 
yrdy. Die in die vertikale Tangentialebene des Ringes fallende Winkeländerung der Ring 
tangente sei mit y, die Drehung des Ringquerschnittes als Ganzes mit 9 bezeichnet. Di: 
Gleichgewichtsbedingungen dieses Elementes lauten: 


AD 
urde ID 0 n yr 
(t( 
AW 
dW-Mdyg-o0 oder Ei 2 u 
dag 
dıM 
AM \I da ) rd v0 l - U Dr 








Ditferentiation der dritten Gleiehune führt unter Berücksiehtieunge der beiden anderen zu 


FM 


l ’ 3 M ‘4 Er -; ; h t i : N ; ; s ; : i h F : R 2 


Die Difterentialbeziehungen zwischen y, 9, M und W haben, wie man leicht einsieht. 


foleende Form: 


Mrdo Nrd: 
dı Bicds ı) da i I m: 


+ ur da se . 69 
a ar 


Denn wäre das Element vollkommen steif, so müßte der im Iimken Ende dureh y und v 


definierte totale Rotationsvektor identisch sein mit dem im rechten Ende dureh (+ dy) und 
(1) 9) definierten Vektor, woraus sich 


dd u - ı) d DD, d ı) u d 4 
ereäbe. In Wirkliehkeit aber verursacht das Biegemoment noch eine zusätzliche Rel: 
verdrehung der beiden Endtangenten vom Betrage Mrdy:a, und das Torsionsmoment ein 
helativverdrehung «der beiden Endquerschnitte vom Betrage Wrdy:a;,, so daß die 


ziehungen (3) bestehen. Differentiation der ersten dieser Gleichungen liefert unter Ber 
sıichtieunge der zweiten 


Ey rdM Wr 


dl ( ’ «dr, da (dy 
Wir betrachten jetzt zunächst den Sonderfall, daß die Belastung des Ringes dureh 
7 (];, COS IR (j 


dargestellt wird, wo 47; eine Konstante und A eine ganze Zahl > 1 bezeichnet. 
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n Ziffe 4 Sodann geht (2) über ın 
ützpuı n 
v EM | 
ı könn; Pr 4 (4, 7° cos l; ; 
denen ji uud 
som ’ 
. da 
U (‘cos —- Ü,sınq — eos ke 
a ee 
weeen der GlIn. (1) 
g,rsın de n A: ’ gr” Ge 
D—=2 N EL, W=(,sın 9 — (C,c0sg TREE. ky-tl,. 
(| eeht hierdureh über ın 
M % \n ( | n ZUBER IA | 7,8" nn] 
u 2 - rsın« - .rCcosg > SIN At 
ly? I y (ty, =; l / ’ 17, =, . ! Ay (1, dt} kl I) ! 
Lösung Ist: 
000 + Ging ++ Lt) +) pi 
ıj! - COS A t Bud r (ı COS t 4’ SIn « 
gen. \Wj . f n PT DE TE aa 3 EZ 
nwirkun: : 3 
8 rt K° I\ ger" 
Belastung - | | „Sim I; y 


7 rn  alk(k?—1) 
der Rins b hei 


net. Di Weil für den geschlossenen Ring y' periodisch in 4 sein muß, und zwar mit‘der Periode 
>, so sind die Konstanten €, und €, gleieh Null zu setzen, und man erhält: 
| { B yY | k? | 7 N y® 
1’ „COS t .SIn ‚sın ke 
‚ . ' a ' (14 t], dt Kik° 1): j 
Kür die senkrechte Durehbiegung y des Ringes findet man schließlich: 
t 
a: | | g; 7" 
’ / ’ N. 
7 rd -UÜ (,rsınyq (_recose  ( | akr E ‚eos kq 
\ y’ 7 ö = ! - / “ " \ay, je 21) (ki BY ! 
Weil 7, ebenso wie yr, periodisch in g mit der Periode 27 ist, muß 0,0 gesetzt werden. 
en zu Die übrigen mit einer Integrationskonstante behafteten Glieder stellen je für sieh (und auch 
zusammen) eine Verschiebung dar, welehe der Ring als starrer Körper erleidet. Sie sind 
o ılso für die Untersuchung der Ringdeformation ohne Bedeutung und werden weiterhin unter- 
£ rückt. Aus der Formel 
einsieht. | | q,;r" n 
„ | Pe I „eos ki \ - a : | . - : (,)) 
B At, k? dr (k? | I” 
(3 zeht hervor, daß die zu der Belastung 4==g;«0skg gehörige Durchbiegung zu dieser Be- 
tung proportional ist. In genau derselben Weise zeigt man, daß Jede Belastung 4 = gq, sin kq 
ur und ieselbe Eigenschaft hat, und daß der zu g;, sinkg gehörige Proportionalitätsfaktor. denselben 
ER = Wort als der zu q; coskg gehörige Faktor hat. Es gehört also zu der Belastung 4° 4, sin kq 
. / 1 


Durchbieeune 


| | ‘4 r® . 

Fr — —— 2 > er (6). 

Y Br 2a) (he er 
Rela 

rent eine 

die Di ‘4 41) COS hi q mel ‘4 4, Sm li 4 


Beri 


bezeichnen die Belastungen 


ieenbelastuneen*. 


3. Die Formänderungsgleichungen. Weil die zu den Eigenbelastungen gehörigen Dureh- 
nen ein für allemal bekannt sind, so kommt es zur Bestimmung der zu einer beliebigen 
tung gehörigen Durehbieeune nur noch auf die Zerlegung dieser Belastune in die ein 
indiges Svstem bildenden Eigenbelastungen an. Aus einem noch näher zu erklärenden 
e nehmen wir an, daß die äußere Belastung aus lauter „quasi“-konzentrierten Be- 
zen P;,(i = 1...n) besteht, d.h. aus Belastungen g;, welche sich je über eine zanz 
und als „gerade* zu betrachtende Strecke Za=2rp des Ringumfanges gleichmäßig 
en und eine endliche Gesamtgröße P; haben, so daß 2g;a = P’; ist. Der Angriffspunkt 


21° 
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der Kraft P; habe die Winkelkoordinate a;. Das Svstem aller Kräfte P; (die Reaktionsk: 
mit einbegriffen) bildet ein Gleichgewichtssvstem, so daß 


l „ 
\ P ), \ PP; "COS A; ), Y P; rsin a; ., . . . . : 1 
] N | i 


Betrachten wir jetzt eine einzige dieser quası-konzentrierten Kräfte P;, 2Zqrp;, 
Verteilung 4;* über den Kreisumfang durch 


TER () für O (A; D), di; f; für (K; pP 7 aD. di; 0) für a; P- ( 


charakterisiert ist, so läßt sich die Funktion 4;" ın folgender Fourier-Reihe entwickelı 


s FT 
P ne 
ij . } \ dt), COS IR O7 \ h, sın k ‘ 
a7 Aue) ne 
1, N l | 
in welcher 
[| fi Mi 
et, \ di COS l« de ! \cos kq dı cos ka; sin kp, 
N. AR. Th | 
ir / ; 
a; + 3 
er Hl. 20. 
Ih, -\gsinkgdg "\sinky da _„Sinka,;sinkp 
7 RM JI /, 
T 


1: 


zu setzen Ist. Oder ın etwas anderer Form: 


F 
| P: P’; cos a; sın d P;sına;sınd . ar =: sınkp 
7 \ N . COS () > 1ın 4 u COS iq (L;) N (O 
sr ir ) tr IL En kp 


Summiert man die zu den verschiedenen Indizes i gehörigen Belastungen g;”, so erhält maı 
unter Berücksichtigung der Gleichgewichtsbedingungen (7) für die 


oesamte Belastung 
des Rınvees: 


4 
an sınkp 
7 COS iq da;) —_ ,; 
— TTV } ‚ 
/ | I, ) 


Die von dieser Belastung bedingte Gesamtdurehbierunge kann unter Benutzung (di 

Gln. (5) und (6) jetzt unmittelbar hingeschrieben werden. Diesem durch einfache Superpositio 

zu erhaltenen Resultat kann aber noch eine Zusatzdurchbiegung zugegliedert werden, welel 
von einer Beweeune des Ringes als starres Ganzes herrührt. und welche also durch 

J] u: B cos 


; +Üsing 


(wo 4. B. € freie Konstanten bezeichnen), dargestellt werden kann. Man findet also: 


Er ae Hd Il \eoskiyp  a;)sın kp 
y=-A+DBecosqg +Usıng + | Pr z - 
; PAR Jt pP A «An, k? At (Je? 1)? kp 
N l , — 7 
oder 
" 4 i 4 5 
\'1l \rcoskig-a,)sınkp Il \rcosk(p  a)sınkp\d 
7 I+becosqg +CUsng— u p a r ; 
; . —— Gh ame) (k° | E- kp dt m k? (k? | F I: p 
! 1 l, K I, 2 
läßt man in diesem Ausdruck 5 gegen Null gehen, was mit einem Übergang zu konzentri 


kräften übereinstimmt. so kann man zeleen. daß obenstehender Ausdruck ın 


v one l $ vonst BY a 
7 | -BRcos ı ("sine ' \ | \ cv ha dt; L | \ eo ia a;) P;ı 
| | | —— Kb um (ke? 11? dl l. 2 (k 2 [ 1? 1 
/ ’ 1, 2 


übergeht. 
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1onsk lat man es nun mit einem Ring auf m festen Stützen zu tun, so ist für jede der 


örigen Reaktionskräfte die Verschiebung gleich Null zu setzen. Ist P; eine derartige 
tionskraft und a; ihre Winkelkoordinate, so gilt also 


i n p, ’ 
| vonst > > yn ı : T I, N 
Een \" | \ eo ka; 1;) | | \ cosk(a; a) P;ı N (10) 
’ u Ve (k? — 1)? he Bi—1P | m FR 
Pi» ( } i ] h ji I; 2 


(leiehuneen von der Form (10) bilden zusammen mit den Gleiehzewiehtsbedineuneen (7) 
* system von (m --3)-Gleiehungeen, welches zur Bestimmune von den drei Konstanten 
| ( und den m-Reaktionen ausreicht. (Es sei an dieser Stelle noch einmal hervorgehoben, 
vickel: or einfachen Schreibweise wezen sowohl die Stützkräfte wie die bekannten äußeren 
alle mit dem Buchstaben 7° bezeichnet worden sind. Bei der praktischen Auswertung 
\nfgabe empfiehlt es sich, die m-Stützkräfte mit X,...... X, und ihre zuzehörigen 
linaten mit Ps Pa :-:Pm zu bezeichnen und die Gln. (10) und (7) entsprechend um- 
reiben.) 
/u allererst kommt es jetzt auf die Bemerkung an, daß alle in den Formänderungs- 
uneen (10) auftretenden Beiwerte der Kräfte P aus den beiden Funktionen 


4 4 


U ra 

S(yr) \ Er 2 und T(y) \ > 2 a ra 

eleitet werden können. Sobald also die Werte dieser Funktionen für die verschiedenen 

te des Argumentes y tabelliert zur Verfügung stehen, können für jeden Belastungsfall 

für jede Zahl der Stützpunkte die Gln. (10) und (7). welehe die Stützkräfte und die 

konstanten A, B, © bestimmen, unmittelbar in geschlossener Form hingeschrieben werden. 

Weil in der Gl. (10) (a;  a;) immer durch 27 — (a; „a;) ersetzt werden darf, soll fortan 

er (a5 — az) stets der kleinste Winkelabstand der zu P; und P; gehörigen Angriffspunkte 

= ;,. 8 ‚standen werden. Hlhierdureh erreicht man, daß die Funktionen S und T, zu deren Be- 
| echnung wir jetzt übergehen, nur für 0 = 7 tabelliert zu werden brauchen. 


"hält maı 


u 4. Die Berechnung der Funktionen S und T. Aus der ersten Formel (11), Ziffer 3, 
lastung 


oitet man zunächst die folgende Differentialeleichung für S ab: 





I I I 
Vn . r [ yn r r . Vn ı I» 1 
er a \ eos 1 7 | \ eos/l 7 \ eos u 
zen (h? 1) & m ——— h: | m h 2 | | 
‘ ) k > I; 2 
14 
tzune dd | COS \ «cos kyı cos(k 2) | 
s 5 > cos) 7 — 5 + | 
ErPOSI! 0] Fu pe PR l | | 
Eu. weleh r 
|} J 
| COS ı/’ ’ sın I: y| 
3 . 5 
5 vos > j' > > sın \ (N). 
2 | 2 — /, 
So: 
* * T .* 
| " cos» y En sin sın 2 \'sınky 
„> coszy-+ | r sın u’ 7 5 sın ı/' ] | 
Fe _ se . | 
I, ) 
I 
| | \'sın ka 
eo vos ij! sim ı/ 
RE u | k 
v EEE 
I, | 
I) 
stellt, wie man sich leieht überzeuet. die Summe 
entri e . 
\ sın I; ı’ 
m h 
I | 


ervalle O<yr <2a die Funktion (7  y) dar, so daß in diesem Intervalle gilt: 


| | n—y\ . 
-n 2 | cos yr 4 | rn |sin 1) 
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Die Lösune dieser Gleichung lautet: 


7 1 \ > COS 1? | 
N 1ceos 1,’ BR sın y u’ COS y’ yv»sıinw- - 
= | S 3 


Die Inteerationskonstanten bestimmen sıch aus der Bedineune. daß der rechts stehende 


druck für „0 und y = den Wert 


bzw. 


I) \? 1]? 


ıst. Die in den reehten Seiten stehenden Summen sınd bekannt, und zwar ist 


I 


\' | 2? 1 ' \’ı Ey” 7 | 
‚um - 
<< ®@-WTB % [ey —-1P 8 2 
l: 2 1 | 
so daß; 
VER. HER. | 5 
= tm » 
12 16 | 
Ks ıst somit 
| | | i ) JtT 8 | i 7 COS ı? 0 
Yly | ' I cosw—r 'ıs - ) 
| a reg r)esvrig j vany S var 
/ur Bestimmune von T bemerke man. daß 


\  coskı \ reosk j' \ veosk 1" 
kn (ke —1) a Hr FE: 


Nun ıst weeen ()) 


4 


x 


’eHnsS / j? = eos Il | | IE tj?’ ’ 
\ NS oder nach (2 \ Ä i sin 


N | \- k®— 1 > 


so daß unter Benutzune von (3) für T zeschrieben werden kann: 
— ’ 
| f 7 Tl | \ "cos ki 
/ | xy - COS y! 4 (7 yv)sıny- - 5 
I. 16 t N) | many k? 


l; .) 


Die ın der rechten Seite stehende unendliche Summe kann mit Hilfe zweier bekann! 


F"oursıerschen Reiıhenentwieklungzen leieht ermittelt werden. Es eılt nämlich: 


q | | | 


tür 0) ' 7 ı' vos = COS 9 zz (cos 9 y 
2 7ı .) .) 


rtır 7 ' 7 — 14 vos! eos 2 5 C0S 9 y ‚eos ty 
7 ) 7 | a 25 5 | 
\us (#) und (5) findet man für O0 j' .T 
F4 
” 7 l ) | \ \ cos bh y 
I 2 | COS U, 
T > T T — 1" 
] ’ 
oder 


\ eos ku >; ty U A 17” 
(>= 1? 


Fi") I+ . 2 | 7 v+g|esy+7z(a-y)siy 0<y=sa 
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nun vollends ın den Stand setzt, die Formänderu 


Die Tabelle für S und T. welehe uns 
Man überz: 


der vorıeen Ziffer explizite hinzuschreiben, folgt hierunter. 
sıch leicht, daß die rechten Seiten der Gln. (3) und (6) die Funktionen S und T ane) 
a darstellen, weıl sie ihren Wert nieht ändern. wenn man ı dı 


eleichungeen (10 


dem Gebiete 7 Th, u; 

27—y) ersetzt, so daß in der Tat, wie es sein muß, S(2r — yı) S(yw). Tr — y) l 
Ist Dagegen ändern sich die Werte der reehten Seiten von Gl. (3) und (6). wenn ma 
dureh y ersetzt, und sıe stellen denn auch, wie wir in bezue auf spätere Änwenduı 


ausdrückhieh bemerken. lür neeative Areumente NS(v) und I (yr) nicht dar 
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5. Zweite Methode zur Aufstellung der in Ziffer 3 erhaltenen Hauptgleichung (9). Zu «| 
Haupteleichung (9) der Ziffer 5 gerät man in ganz anderer Weise, wenn man den Ring 
nächst durch eime Einzellast mit der Winkelkoortdinate 9 ==0 belastet und dieser Kraft 


von einer kontinutierliehen Belastung 


{ (| ..) EOS cr) 
! Arır 
das Gleichgewicht halten läßt. Für das ın einem beliebigen Querschnitt q y, auftretend 


Bieremoment 3 tsıehe Abb, 2) erhält man nach der ın Ziffer 1 zeeebenen Vorschrift 





COSQO, 71 In 4; > », 11] var 


und für das im selben Querschnitt auftretende Torsionsmoment W 





> .) 
{ / 237% 1, 
I \ (1 KISS IER. 5 OS de / I } d«e pP ri] COSAt } 
Eon un es j An ri 
Pr/3 | l >» | 
| > T .) tT COS GC = () In p, . ( ‚cosQ 


Setzt man die Ausdrücke (D und (2) unter Weerlassune des Index 1 beim Winkel gm 


Gl. (dh) der Ziffer 2 ein, so erhält man als Differentialgleichung für 





ls r dA Ir Pr‘ lı . | | 

Ä ,' S1ll ITTCOS DD COS —t 

MM dt; dı (ty ra), | ’ 2 ' I ' ’ 
P’ı | | | E - | 

7 (} -TCOS sINn u | (COS 
tay|2 3773 PETER TEEN 
deren Lösung lautet: 
N ae Eu % 

l ( COS « Sn ’ “ R en | 7’ sim ) y Sn y, 
Pı I COS“ | | un | | 
Td4 .) | Tpamg S gSmMgyTrTg 9 
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nderu Durehbiezung erreehnet sich aus 
iberz: / 
1 ! vv Yuaug 
auel J de, 
l dı 
) / “= | . Pr? ) ä | ) 
I maı „ C, sıng WG U zan|8 N | de \ er 
endun (. 
Pr’! “w . | | | S 
op" ‘ COS A U ıD COS —t ‘ı S1l € 
za;|4& ' 2 5° l l 
je drei mit den Konstanten €,*, C,*, 0, behafteten Glieder stellen eine Bewegung des 


als steifes Ganzes dar. Verfüet man über diese Konstanzen derart. daß eleichzeitie 


2 


yray=Vd, yrcosydy = V und yısınyg da IE 


f 
u 


so erhält man 


. Pr’ | 2 m 5 vo | 7 7 ein: Ä YTCOSg 
IT Ay, & \12 16 | 4 | u = 
Pr[ ,„‚"_ap, Ä a  - y i a | 
Wei | 7 . p- COS (7 g)sin« 
Bar 6 2 t  \12 6 4'758 rg 
Au u er, wie der Vergleich mit den GlIn. (3) und (6) der Ziffer 4 lehrt 
king 
ser Kraft Pr u 
7] S(yp)-+ DI: 5 ea kb. 
- Tan ’T O4 
ermit ist eine einfache mechanische Deutung der Funktionen S und T gewonnen; stellt | ' 


‚ch die reehts stehende Kombination beider Funktionen diejenige Durehbiegung y des Ringes 


welche von einer im Punkte 4 0 angreifenden Einzelkraft P erzeugt wird, wenn dieser 





ftretend: 
% raft von einer kontinuierlichen Belastung 
P Ä 
( { — 7 COos «d} 
| anır 
| las Gleiehezewicht gehalten wird, und außerdem die Nullebene, in bezug auf welche die 
Durchbieeunge gemessen wird, derart gewählt wird, daß y die „Gleichgewichtsbedineungen“ (5) 
ıllt. 
Ist der Ringe von mehreren Kräften P; mit den Winkelkoordinaten a; belastet, deren 
für sich von einer kontinuierlichen Belastung 
P’; 2 
fi Fri, T=-costg a;)] 
Gleichgewicht gehalten wird, und ist das Kräftesystem (P’,) selbst ein Gleichgewichtssvstem, 
st «die resultierende kontinuierliche Belastung 4 des Ringes 
n 
\ Y Pr f z | | 
{ —- COS IQ (4; 
gm i—1 
sch Null, weil der Voraussetzung nach 
at, 2P;rcosp=0, 2P;rsnpg=0 


Hieraus folgt, daß die Durchbiegung eines von einem Gleichgewichtssystem von Kräften 


teten Ringes bis auf einen unbestimmt gelassenen Betrag 





I B eos 7 Esıny 
„ 
ri Er Pr” 
y S(-a)+— T(p--a) 
b m \Ab (ki „1 
Ä en 
t werden kann. was in voller UÜbereinstimmune mit Gl. (9) von Ziffer 3 steht. 
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6. Der in gleichen Abständen gestützte Ring. Wir spezialisieren uns jetzt auf den 
eleicehen Abständen gestützten Rınz, und zwar auf den technisch wohl immer vorkommeni! 


"all einer zeeratden Zahl von Stützen. Die Anzahl der Stützen seı ». Ihre Winkelkoordinat 


2 n an 
-) 


seien a; 1 £ oder, mit : v, ;=tiylii=l,2...n). Als Aufgabe setzen wir uns « 
Bestimmung der Einflußlinie einer beliebigen Stützkraft (z. B. derjenigen des Stützpunktes 
für den Fall. daß eine Einzelkraft sıch am Rınzumfane entlanz beweet. Lieet diese Einth 
linie einmal vor, so sind damit nunmehr die Einfllußlinien aller Stützkräfte bekannt. so d 
diese Kräfte bei jeder beliebigen Belastung des Ringes berechnet werden können. Sind « 
änßeren Kräfte einmal bekannt, so ıst die Innere Kraftverteilune des Rinees nach der 
Ziffer I gerebenen Vorschrift zu bestimmen. 

Die gesuchte Einflußlinie erhält man bekanntlich in folgender Weise: man hebt « 
-te (oder O-te) Stütze auf, setzt an ıhre Stelle eine Einheitskraft und bestimmt die zu dies 
Kraft vehöriee Durehbieeune des Ringes: diese stellt dann, in einem leicht zu bestimmende 
Maßstab. die Einflußlinie der Stützkraft dar. Wır ändern diese Vorschrift etwas dahin al 
daß in dem Punkte (nn) eine Einheitsdurehbiıegeunge vorgeschrieben wird. und daß vorläutio 
die Größe der dazu erforderlichen Kraft P, samt der von P, in den übrigen Stützpunkte: 
erzeugten Reaktionskräfte P’,,...J’, , bestimmt werden. 


Schreibt man die Hauptgleichung (9) der Ziffer 3 für einen beliebigen Stützpunkt j = 
unter Benutzunze der ın der vorieen Ziffer eineeführten Funktionen S und T an. so erhält 


man mit « Ir, a; I 
[7 
» . : m \ a | y | my P’;ı 
„7 | Beos Ju CsınyJı IıJ | yı Tr Ilj—ily; v 
A, dr „T ( 
! l 
=... N) 
Daceren soll ım Punkte 4 Ir=ny 
nu: u | Rx P;ı 
„, I+-hkeosny+- (U sınny Sıın il, Pin iv, - 
Ay, (hf 7 
SEIN. 


Weil das Vorzeichen des Argumentes (J — Ü)y' positiv oder negativ sein kann, je nael- 
dem j7 2 ıst, ıst in den Gln. ib) und (2) dieses Argument mit seinem Absolutwert eingeführt 
worden. Versteht man unter Sy) und Tiyr) die Definitionsfunktionen (11) der Ziffer 3, so 
Ist dieses überflüssig: versteht man dagegen unter S(y) und T(y) die rechten Seiten der 
Gln. (5) und (6) der Ziffer 4, so ist diese Maßnahme unerläßlieh (vel. die Schlußbemerkung 
der genannten Ziffer) 


Setzt man noch zur Abkürzune 


| Zr EFRE 
S41J ru) — I%13 ııy 
Ber (4 ; 
um ergänzt man die Gln. (1) und (2) mit den drei, für das Kräftesystem 7’; geltenden Gleiel 
oewichtbedinzungen, so schreibt sich das zu lösende Gleiehungssystem in der Form 








ee P,+P Ä NE DE RE PP, = 

P,rcosy P,rcos2y DEE a ee P,recosny 0 (ta) 
P rsıny P.rsm3yv -PF, rmu3y + .:::.4:22 20844040 P’,rsinny: “ 
- I } I 
N 
I+becosy+CUsiıny-+-9,P,+P,P:+P.Pı+:::::::::::... RE | ‘ 

| beos2y +-Usın?2y-+p,P, EHE ee, re Ei ar. 
. j (4b) 

| heosau Csinny+ Pn-ıPıtPa-sPetPpfn-sPst+:-:-- re; | 

Weil 
| 
ur 7 U, 1.2 zn 
| 


ist, kann «lie Zahl » der in (4b) vorkommenden Beiwerte 5 auf | » +1) verringert werd 
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) erhält 


je naclı- 
weführt 
3 SO 
ten der 
nerkung 





(ıleıie! 
) 
\ 
ii 
} 
I» 
werde 





N mber 1936 


strachtet man dieselben Gln. (4b) und addıert man sıe abermals, nachdem 
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ıne des Svstems fortwährend von den Relationen (5) Gebrauch machen. 

/unächst bestimmen wir die Integrationskonstanten A, B und €.  Addıiert 
(4b). so erhält man, weil 

[7 „ 

Y . j . . 

Y cosiy—=0 und I siniy 0 

N l / | 
nn.) - (Pu | B, | © 5 P, | 


sr weeen der ersten Gl. (ta) 


| 


„ 


») 


niit die zweite mit 


(lie erstere cos y, 0 "ı SOBAEREREEN 
» r . Rii «k ie] } f - 
«le. so findet man mit Rkücksicht auf (5) 
[2 [71 
Y . Y . . . 
\ vos tr B \ ceos1 y sın ? y ( 
=] 
P, |\P,cos y+P, (cos? y + cosn y BP, kcosdy + cos(in -l)yi + .....:... 
A u Ei u | 
PP COS z a, cos| , 7 >] w; PA cos |, 7 Il 
er l u _ re. Fit 
re. p, cos Zy N pP, eos > 7E COS Ti> pP; ICos | 75 — COS „ u - TER he 
) E. | 1 | u r | > \ " | .) R 
7 coli n+ ' cos, ol cos| = Il 
7 l | \- | _ 
D24 
P,\p,eosn 7 P, cos ı cos (n lu) - BD, 1cosdı -cos({n 2) y\ 
| cos| -n—1|y cos | -n—t1}y pP, eosgny=cosny 
= ] —_ ! | „ _ 
„ „ 
Vi | | 
„(l-+cos2iy)|B \ 5 sınZiy| ( 
A us —— —_— 
P,cosy|,+2P,cosy+2P,cos2y-+4........ 2p, cos! -n—l1yv+Bß, 
m ] u 
P,cos 2 y|ß,+2P,eosy-+2P,cos2y-+...... 2p, cos| n I)y' | 
+) n _ ’ 
I’ NG \ ) ») r . : . ‚oO i ) ) j ft | n 
„vvsauy Po =)», vos ), COS y EN en - pP} vos| > n I)y Pi 
nn er .) 
> > 1} » ) » > N ) | > | 
‚nn BR -+ IP. pP, vos y!4 - PB, COs 2 y =, . +0; cos | an I)y: Pı COS 
= on | _ > - 
n 
Y * 
\ P’;eostiy cosny, 
! | 
schließhieh weeen der zweiten (il. (4a) 
-) ) 


b COoNnNYp—= 
„ 


Ian 


diesmal 





Im 
die m-te mit eos nr multipliziert 


331 


» sehen davon ab, das System (4b) noch einmal mit dieser verringerten Anzahl von Beı- 
»ten anzuschreiben: machen dafür darauf aufmerksam, daß wir bei der nun folgenden 


die 


(6), 


vor- 


my 


(S). 





Berechnun®e des eeschloss 


- 


erhält man. wenn man anstatt « 


die Faktoren sin y, 


Weise 


-) 


In venall derselben 


plıkatoren cos yr, sın 2y ver 
| 


sin| , 


COS 1! 


„ 


-) 


= nC 2 95, sin y pP, sın 2 y 


„ 
N" 
mung‘ 


L 


aus welcher, wegen der dritten Gl. (ta), jetzt 


( 0 


hervoreeht. 


Nunmehr gehen wir zur Berechnung der Kräfte P,.. 
cos ky, die Z\ 


man die erste Gl. (4b) mit 


\lultipliziert 
man dıe so erhaltenen neuen G 


zahlıe und I) und addıert 
„ „ „ 
| \'eos ik y B,> cos ty costik ' +} sin? yrecosik 
[4 4 | N ] 
r , COS I u! ), COS > I; TA eos N I; u; Ps cos 3 hr Ü 
| 1 | 
) COS n kyr + cos| n Ole) - D C 
’ı1 . u. -) u A A | 
N | = - . „ 
P,|d,cos2kı P, cosäky'—+ cos ky! PD, COS L/, 7 
| | | 
3 feoslan+1)ar+eos(gn +3) ul +4 
„ ] _ pa | 


Ä /1 | 
Du cos| „nn - Iky+cos| 5; n+ I|k n Pncosgnky=cosnky. 
| a 2 y 
Weil 
} „ n 
'cosik ı/' ). Neosiwyeosik y (), \ Int costh ı A) 
3 


1 | 
I ! l 


ist. fallen die Glieder mit 4. B, € ın dieser Gleichung fort. 


der übriebleibenden mit P; behafteten Glieder genau so w 


so erhält man 


der Gln. (7). 


I ) >) mn a )NI nm °) Ir, >) PR 
/ ‚vos /, F ’n & ’, CU)>S ], y nd ’, CS 4 RA y - di ’n 
.) 
» ’ 4 .) 4 » .» ’ . 
P.eos = /, } hin „% ’. O8 l, ı) yo ),cos > ], y ze ») In 
. . . / | 
.) 
) » ‘ . . ) as .) . a -) 4 
P. vos l ı' ) ) ) COS ] j' ) I VS u ], y Fi I 
ä | 


man zur Abkürzung 


Setzt 
cosndy 
/] 
), = ‚, cos k 1,' 2 9,cos2k 7 ae ‚cos | yon 
so läßt sieh die Gleiehune in foleender Form schreiben: 
N 
\ P; eosik ı' dl 
N l 


ÄE . 
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enen 
soeben verwendeten Mul 
die Gleichune 


| 


SIN 


ler 
wendet. 


„ nıy 


sın 2 ıy 


> R 
; / sınn 


über. 


„ 


veite mit cos2ky, usw. (k gaı 


leiehuneen. so findet man 
/? 


, 


BEIGE. 


eos (N 


os| m 1% ur! 


s2k 1) -eos(n 


Transformiert man die Beiwert: 


ie die korrespondierenden Ghede 


| 


cos| o „ | \h u Pi OS .) 2 /, 
wi 7 _ 
| | 
COS | yon | |h ıj' DM COS, N ki 
| | | 
COS > „ I)% ı,' "Dy COS .) nh 


cosnky. 


A; 
en | 
- pn co, M IR 1" 


| )k y' 
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1. und M« ezember 1996 i ach ie: en win hend. 2 nn Lu 
| | | \ 
en Mul Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach k 2,3... .,,n, so erhält man |, n 1] 
<ıtzeleiehungen des Svstems (4b), in welchen die Beıwerte der Unbekannten P; jetzt 
| . OD r . . . f} . . 
un fache Funktionen des Winkels y (und seiner ganzen Vielfache) sind. 
Ähnliche Gleiehungen findet man, wenn die Gln. (4b) der Reihe nach mit sin Ay 
| \ nr " 
nDkar...(k=2,3...,,n 1) usw. multipliziert und nachher addiert werden. In jenem 
alle erhält man 
% [2 
N P;siniky=b, k=283...,.——1) 1? 
/ | a 
it 
v. (kgaı sinnky F 
an | | bu. (AB). 
>29, sinky+2P,sin2ky-+....2ßr _ısn|\gn—1l)ky+prsingnky 
Kreänzt man die Gln. (11) und (12) mit den drei Gln. (ta), so erhält man das folzende 
System von n Gleichungen für die » Kräfte P,; 
\7 P; da, () 
7 n | 
>» P,osivy=a—=®d, P. a hAE 5 a P: Pos zniv=ul,, (14). 
rs | zu i=] u De 
7 „ „ | 
y ä E v . ® v > 5 
> P;siniy=b, 0,2 P,sm2iyv=b,=0, .... > P;sin(l n Iliy hı ‚=—_ 
| i=1 i—1 “ 2 
wr welches sieh nunmehr in geschlossener Form lösen läßt. Denn multipliziert man die erste 
Al dieser Gleichungen mit cos O:-jy, die zweite mit 2cos 1 -jy, die dritte mit 2cos2)jy', usw. 
| z | 
die I\yn-+1} mit cos „njw, die nächstfolgenden Gleichungen der Reihe nach mit 
>sın l-jy, mit 2sin2jy, 2sindjy, usw. und addıert man nachträglich die so gewonnenen 
neuen Gleichungen, so erhält im Additionsresultat die Kraft 7, den bBeiwert 
Yik= |coSsOjwy cosOky-+2cos1l-jycosl-ky-+2cos2jycos2ky-+...... 
| \. | | | 
, Beiwert 2 cos 5! N ur y) cos | on 1)k Yycos—z—nyjJycos—z N I j' 
PN (‚lıeden NW - pi Ye 
ı 9 or : . » I») a ») / ‘q -) ») ı | 1 I 
| r2sınl-jysinl-ky+2sn2jysin2ky-+..... > sin | — Mn I) yrsin | „n—l}y 
0$ 5 nl, 
- ler 
| | 
3— N li Yik |c0SV)J „cosVkır +2cos ()J k)y-+-2ecos2() Kiwi, 
_ l 
| RN | | | | 
\ 4 ö cos | an I), k)y+cosnjy cos, nky|. 
) .) i _ / _ _ | 
ser Beiwert hat, wie man sofort sieht, für k—j den Wert ». Für = j dagegen ist er 
| ® .. . . 
Han ll, denn es ist, wenn zur Abkürzung j k=p gesetzt wird, 
1 ' 
| 4-2 Rieipv Hr e=tp" EN etz" Ip‘ nt I 
ck] ‘ dl [N n I)ip‘ l jr 
j I+(-1)P-+2 Reivv | 
et»p! l 
I -++(— 1)» 
ee / | ER |. EI 
(cos pp -+isın p y') cos | an—i py-+isin| = Ip (cos py' | isınpy) 
(1 rk | - > — —: 
(cos p y' I + 2 sın yr) (cos p y | isın py) 
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| 
( os | > „ | p /E eos [2 /’ u) u COS pP u? | 
n ) _ a 
| [Pr +2 5 
u‘ cos p4 } 
oder. weren nı A; 
| | )/ I)cos p 1! | { |)» 
| L), 24 - 0) 
f all cos pi) 


\an erhält als neue Gleichung: 


| l 
‚cos | ya l} y' mqüı „COST, 


„H . a,cosVyıy -Za,cos1j ' n /y' . # 


eültie ıst, stellt sie die vollständiee Lösun: 


P;. 


des 


Weil sıe für 


des Systems (15) dar. 


jeden Wert Index 0 / " 
Wie es sein muß ist PP, 


/ 


7. Beispiel. Als Beispiel rechnen wir jetzt den auf acht Stützen gelagerten Ring vol 


ständie dureh. 





Nach Ziffer 6.14 ıst, mit no 8, y ua, 0 
p p dt, a, v2 — a,y2 dt, pP a,v2ö-+a, 
S S 
-) | ») | 
p pP dl, 04, rd, p p dt, dt, 
> ‘ N y, h = 
») .) -) 
p p dA a,y= a,Va , p p a,y=@ (l, MM 
S S 
A Ia - Da, IA - di, R 0, Aa -d, 
/ h S zz = 
n dl, 2a, 3a - Ya A, p Ya 2a (, 
8 Q S S 
/ur Berechnung der Beiwerte a, (#=2,3, 4) greifen wir auf Ziffer 6,10 zurück und finden 
| | | 
A dl N A ) ) ) ) ) (- 
), sp 7 Po pP, | I PP, I ) P, 3 Po z.B, 2.ß, ep Pa 
Kerner entnimmt man Gl. (9) 
| [rn Fr gr 
(B 23h ),) Ä S(0) SI—)+S (m) — |T(0) - 2 TI (m) 
m) } ), .) dh; -) | T 
| / sw sl- ee 1 Li 
ir 2 ),) S(0) aD Zi SD (77) (V) 2 
| J 4 let ,, ( ) l | ur | | 
"i3n au \ı 
v2 I\ (a) 
| In 
) ) ) 1 WE Es WTB U \ 
2 2n In ),) > S (0) S | ) 2 Ss | a 2 S| | |+S (m) 
| T 7 „[Sr\ 2 ) 
IV 23 2 l\ 21 (a) 
2)” 4) >) (4) la 


une schhhießlheh der Tabelle | von /ılfer | 





0.448305 
(7, 
VITO 
«1, 
VOIZHOPO 


(kl, 


0.111207 | vr? 
dA 7 
VOTE 226 IF 


(dr „I 


VIWP225 | r? 





(dr JA 








Y, ange th ft 6 ) ® , 1 - ’ ] 4 ® s 
und Me. N en Biezeno und Koch. Die Berechnung des zeschlossenen Kreisringes 











Weiterführung des Beispiels muß jetzt ein numerischer Wert für das Verhältnis der beiden 
okeiten a, und a; angenommen werden. Es sei a,:ar = 10. Dann ist nach (2) und (3) 


TA] 06510 a0 „7 A, 7T An = (990) T dt], 
GO. - (1) bIUıSıL ur. dA VL.) 
> 1,560373 r? p" ’ 0,1421 r* r 
’T AI en : Ta, 
dd = or 17.161490, 
u VVOSHSZıU0 Fr" Y 
nach Gl. (1) 
',; {85 
.. *, 0 „u .„T A], ( ' ( a Ted, 1 (dd, 
Lösuı _ P I.INDI ur P. A 1.OS406>8 _ ® p P. VONPODD 
E ‘ "ai “ ur > ’ gr 
= um, „Ta ade ‚TA 
ine voll 0547305 Rue r.=f; 1.063504 ja 


ınmehr kann unter Benutzung der Tabelle I von Ziffer 4 die zu dem Kräftesyvstem P; 
ehöriee Durehbiegung 


he Gh Pr 
„ A BR cos g | sın 9 4 SQ 4) a (t;) ; ; (h 


— ck TA) 


- 


ol. Ziffer 3, 9) für jeden Punkt des Ringumfanges berechnet werden. Die rechte Seite der 
Ai (4. (4) ist dimensionlos, weil sie die in einem beliebigen Punkte (y) des Kreisumfanges 
uftretende Durehbiegung pro Einheit von Durehbiegung im Punkte 9-0 darstellt. 

















nden 
(2 
[’a 
6 & 700 120 7 ol e]| 

y” -02 
In’ 

ya 
Sp Abb. 3. 


Legt man aber der Ordinate y die Bedeutung einer Kraft bei, und setzt man im be- 
ieren die im Punkte 9 = 0 auftretende Durehbiegune gleich der Einheitskraft, so stellt 
nit diesem Maßstab gemessene Kurve (4) die Einflußlinie der betrachteten Stützkraft dar 


»\. Abb. 3). Mit Hilfe dieser einzieen Einflußlinie können weıl die Kinflußlinien aller 
Izkräfte kongruent sind für jede beliebige äußere Kraft alle Stützkräfte bestimmt 
den. Greift nämlich im Punkte g eine Einheitskraft an, so werden die in den Stützpunkten 

E „2 Ze We EM el 7 7 ie 
I’ yo 5 auftretenden Stützkräfte dureh die zu « rn EEEEE pP—IT 


rigen Ordinaten dargestellt. 


Bei jeder vorgegebenen Belastung des Ringes können also die Reaktionskräfte ohne 
(eres bestimmt werden, wonach zur definitiven Durehreehnung des Ringes auf das in der 
tung erwähnte Hilfsmittel zurückgegriffen werden kann. 


Zum Schlusse sei erwähnt, daß die Ordinaten der in Abb. 3 dargestellten Einflußlinie 
ı von dem Verhältnis a,: «a; beeinflußt werden, so daß diese Kurve ohne jedes Bedenken 
| rY . 

le Werte von a,:ar verwendet werden kann. 615 
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Die Bestimmung der Schubbeanspruchung beim Ausbeul: 
rechteckiger Platten. 
Von E. Trefftz in Dresden und Fr. A. Willers in Freiberg. 
| )' bisherigen Arbeiten über die Scherkniekune von Platten zeben die kritische S: 


kraft ohne untere Grenzen für die Genauiekeit des berechneten Wertes!) Tech) 
wiehtie ist aber vor allem die Anzabe einer unteren Grenze für diese Kraft. Bekanntlie) 
eibt die Anwendung des Rıtzschen Verfahrens auf das entsprechende isoperimetris 
Variationsproblem stets zu große Werte für die Kritische Schubbeanspruchung. Unter 
nutzung «der auf diese Weise gefundenen Werte gewinnen wir folgeendermaßen eine uı 
Grenze’). Bezeichnet man den genauen Betrag des n-ten Eigenwertes des Variationsprobl 
mit /,. so berechnen wır zunächst eine obere und untere Grenze für die Summe deı 
proken Quadrate von / 


7 


Weiter bestimmen wir nach dem Rıtzschen Verfahren für eine mörlıchst eroße Anzalı 
von EKieenwerten obere Grenzen .L,. Mit diesen Werten ergibt sich eine untere Grenz: 
für den ersten Eizenwert aus der Uneleiehune 


\ | \ 1 | \ | | 0 | 
| din En ei Rh) [— Fey j Bi 
Daraus folgt 
1 29.84. 
I, du Abs 
\lso ıst 
| 1} 
4 Im ; 
) \ 


Übenso kann man, wenn man eine genügende Anzahl von .1„ bestimmt hat, auch für weiter 
Kirenwerte untere Grenzen gewinnen. Da in unserem Fall die Eigenwerte sehr nalıe | 
einanderlieeen, so daß aueh die höheren Werte noch einen merkliehen Einfluß haben, = 
zwar die so bereehneten Grenzen, zwischen «denen der gesuchte Wert von 4, hegt, mielht 
sehr ene, doch wird so zum ersten Male wirklich eine brauehbare untere Grenze füı 


1 


kritische Schubbeanspruchung gewonnen. 


I. Das Variationsproblem. Ebenso wie die Knieklast gedrückter rechteckiger Platt 
kann man die zur Ausbeulung führende Schubkraft mittels eines Isoperimetrischen Varıat 
problemes bestimmen. Es sei die Dieke der Platte h: E sei der Elastizitätsmodul, 
Ouerkontraktionszahl des Materials, N un der Plattenfaktor. Die beim Ausbi 

. I2(m° L) 
eintretende Verschiebung » kann man dann dadureh bestimmen, daß man das Doppelint: 


N II 
I= , \\tdae) de dy-- Minimum 


macht unter der Bedineune, daß 


& I" om 
/ \ \ : z dedy vonst. 
)JOXı „ ; 
ı) S 3, Seydel: Ingenienrarehiv IV (1935), S. 169 bis 191 und die dort angegebene Literatur. 
)ı Trefftz: Math. Annalen 108 (1933), S. 595 bis 604. 


‚Trefftz: ZAMM XV (1955), S. 359 bis 344. 
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Beide Integrale sind über die ganze Platte zu erstrecken. Wo das im folgenden der 


‘st, werden wir die Grenzen fortlassen. Dazu kommt noch für den hier zu behandelnden 
es einfach gelagerten handes, daß am Rande 


RE ee Fe ae u ce 
muß.  Bezeichnet man mit o den Lagrangeschen Faktor, so muß also 


VA ee har 7 EM An TE RE E ; A 


- 


1. Dureh einfache Umformung ergibt sich nun aus (9) 


i 


ar 15 er \\vaı s or vi ‚vom , ee; _ 
\\vIw- Jdwdady \\- wöwdzdy-t\. w,, ds \ 1, Pdmwds. (NM 
R Rt 
aus (4) 
'/odw ddm . dm dw 
u, = ’ ed 
1 \ \ B= oy Or dy Idedy 
r oO : ; (S)., 
\ .) 0° Om ® | i m? 
\ \ 9m> dxdy dedyt \0 N u |, de \ AT rar dy 
! u 





hei üblicher Lage des Koordinatensystems (der untere Plattenrand fällt in die «-Achse, 
linke in die Achse) I! und r linker bzw. rechter, « und o unterer bzw, oberer Rand 
Jeuten. Es kommen nun nur solehe Variationen in Frage. die die Randbedingeungen er- 


lien. für die also am Rande 1 ==0 ist; folglich werden die Randintegrrale, in denen $w 
vorkommt. zu Null und man erhält dureh Einsetzen von (7) und (8) in (6) 


Ad u dm 
N) A 00 l \ \(A | | w—+-20m,.,)0 N‘ dr dy + N | IR \ Is (0 - , : (9), 
e 3. ” ee ‚ en 


Rt 


"lächen- und Randintegral müssen jedes für sich zu Null werden. Da das Flächenintegral 
für beliebiee Werte dw verschwinden muß, kann das nur eintreten, wenn 


NAAR +3 ed. 5. re BER: 


ist. Ein Vergleich dieser Gleichung mit der in üblicher Weise abgeleiteten ergibt, daß 

| r-h ist, wo r die auf die Flächeneinheit des Randes ausgeübte Schubkraft ıst, bei der 

ein Ausbeulen eintritt. Fordert man bei frei gelagerter Platte am Rande nur w=0, so folgt 
dm 

aus (9), da das Randintegral für beliebige Randwerte von en Null werden muß, daß die 


Wösung des Variationsproblemes der Randbedingung ‚I 0 genügt. 


2. Ableitung des Wertes von Q). Da es uns in der Hauptsache auf die Darstellung der 
ingewandten Methode ankommt, beschränken wir uns auf die Bestimmung «der Eigenwerte 
einer homogenen quadratischen Platte der Kantenlänge m. Machen wir für diese den die 
kandbedingungen erfüllenden Ansatz 


WB : + en en ne + DO 
h k 
o ergibt eine einfache Rechnung 
EEE - n? , a ö 4 , 
A > \ N\(Jw)” daedy= S \ \ um! 0 0E „5 de. Ge |.) 
“ . u: 2 Tr 


F \ \ır. e,daedy 


\\t \ ö \ ge On] COS h.r -sın | \ y \ Cuv’ SID na COS vy)da dy (13) 


h I ı 1} 


wu Gaza % lurlk u—h 
Ch l; Cu . R 1: 


A— (de (de A (u h2)(v? k?) 


ungerade) 
» 
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Falls eine der beiden Differenzen u — h bzw. v — k oder beide gerade sind, ist das 

sprechende Glied der vierfachen Summe gleich Null. Das gilt auch für die Gl. (14), (15 
2 

und (15). Nach Ritz ist nun c,„, So zu bestimmen, daß \ (A—oF) als Funktion der 


* * * . ”.. ‘ .. | 
zu einem Minimum wird, das also, wenn man für „; zur Abkürzung 4 setzt 


N 
2/84 IF\ 7° % Surhk 
= / 0: ( T a 2 : SıvHtik 
ae Oo 3 Cnk (h?’+ k?)° = /. \ \ = r- a = Eu, 22V ., j | 
Kar Chk "OfCpnk - du A U" h?\ (vr? k?) 
1 ’ 


wird. Daraus bereehnet sich 


I6 / u u uv h k 16 / \ v \ h 


Ch ], ’ „u 7,9 7 PM} (lıı N Cu £ E . 
7? (h? + k?)° (ih? + k ‚hl 


2 )” 
) 


wo zur Abkürzung gesetzt wurde 


dıvhlk 2 


urhk | 


r Ze s. wenn u — h, v — k uneerade. 
(u? — h?) (v? — k?) 
0, wenn zu h, oder v»— k oder beide gerade sind | 
Setzt man nun für e., den aus (15) folgenden Wert nochmals in dieselbe Gleichung ein, so wir 


[38 , ji? \ S \ , Ankun \ be \ ” fr ) 
r , em Coo 


= = rn (dıı O u. 
(2°) (m +): (u? +»); RE —o 
11 ı 


Chh gerade) ee 


Das ist ein System von unendlich vielen homogenen linearen Gleichungen für die Koefti- 
zienten e„;. Das Verfahren von Ritz besteht nun darin, daß man sich auf eine endlich: 
Anzahl von Koeffizienten e,, bis e„„ beschränkt. Die Näherungswerte für /, die man gewinnt, 
indem man die Determinante des Systems Null setzt, sind dann sämtlich größer (odeı 
mindestens nicht kleiner) als die wahren Eigenwerte unseres Problems. Bekannt ist, daß di 
Näherungeswerte für 7 sieh mit wachsendem » den wahren Werten nähern. Dieser Grenz: 
übergang läßt sich aber nieht ausführen. Man kann aber 


J- „ 
Y | i Y | 
\ 2 lım \ () 
P (n32 c 
m Ay NL A, 
) l ) | 
berechnen. Die Gleichungen haben nämlich die Form 
„ 
; 2 % . 
“A Jh I _ PP] v Pi "Zu 
vr] 
In der Determinantengleichung 
| 
Pi [? Pıs l’ıa rer“ Pın 
1 
lP’>ı P»» [2 | ET a u EE Pan 
| 0 
/’ 1 l’s» Ps: | de EEE Et. p [7 
| 
Pni Pne Pna lien, JE SEE SB Pnn |? 








7 n 1 


[1 l 
treten Glieder mit | 12) und | (>) nur in dem Produkt der Diagonalglieder 


Pi 3) | Pas e) Eee (Pan 


| Ä j ) | \ En 
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las p ‚lieh Ist 
15 0 7 n 
Y l Y 
der \ - \ Dur: 
De z 4? A ne 
) ] ) ] 
t wird 
[7 
ein 2 2». 
t n>oı l 


inserm Fall wird die Summe der Diagonalglieder 


6 \ FE \' \ br wie j“ h \ a, 
: | 7’ | den u Lu Zu (h? + K?)? (u? + v?)? (u? — h?)? (»? — Ki? Iv — kl ungerade (18). 
un hı Ik Z ) 


siehnet man mit « und » ungerade Zahlen, mit g und k gerade, so kann man diese Summe 


| Teilsummen aufspalten, die sich aber wieder in 2 zusammenfassen lassen. 





| 16 2 Y 7 j Y Tu Y 1” 
() 2| ri \ \ h? u? \ er gr \ - rg — 
6; T — A A g + I”)? (ff u)” A (m + u”) (m h?)° 
h u 7 a 
(19). 
(OST re DE SR, 
n \ il id o u f VO” . on ‘ 9\9 2} y\9 9\9 
WEN 7 } at Zn (Q° + ur)” (g a (h? + v?)? (h? u? )° 
u " 7 hi 
(li 
3. Summationsformeln. Die in (19) auftretenden vierfachen Summen kann man in Doppel- 
K | sımmen umwandeln. Die dazu nötigen Summenformeln sollen hier zunächst zusammen- 
pP ( . . rg\ 
2: . oestellt werden. Aus der bekannten Partialbruchzerlegung des Tangens 
erle Iej1e 
gewinnt, \' | nn 798 
ei De a Aa En. a ee ee 
er (odeı m U — 2° lz 2 
daß di u 
r Grenz wo in der Summe für « alle positiven ungeraden ganzen Zahlen zu setzen sind, folgt, wenn 
man 2 durch @z ersetzt: 
\' | n_ ın2 1 
- - en FEN RE Eee 5 TEamE 
Zn WW +2? lz 9 2 
4 


Dureh Differentiation nach 2 erhält man aus diesen beiden Gleichungen 


y | 7 12 n” | 
= tg Fr (22), 
(u? „?)? eo. I6 2’ „tz 
0 ’ ‚2 
7 cos .) 
Y .. „, 2 
\ [ 3 R\ A or ! z 2} 23). 
a (u?—+ 2°)% Ba "2 62" -.„n,.R%2 
7 b0]° .) 
benso erhält man aus der Teilbruchzerlegung des Kotangens 
” | | 7 12 
\ — Gr er GE a 
ii 2° 2 e° tz 24 
4J 


'ür g alle positiven geraden Zahlen von 2 ab einzusetzen sind, dureh Einsetzen von iz für z 


\ ® | | 7 nz 


Ti | 2? > za" | „era .) . . . } . . j . o r R (29) 
I 


aus diesen beiden Formeln ergibt sich durch Differentiation 


L” | | U 7 z n® | e 
‘ ,0 En 'ay ) Ü oO f} 5} Pr y 1] M 
2°)” 22'822 | 162 1% / 
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In u 
Die 


\ 


\ 


danı 


nseren Summen Ist 


sich so ereebenden 


’ | 
0: 
" ‘4 
v | 7” 
TE g’) 6° 
’ | | 
I’ u) A 
v | | 
(9? — u?)’ au" 
N | | 
Tin Ti In 


4. Umwandlung der vierfachen 
teilten einfachen Summen kann man nun dureh Partialbruchzerlegung aufspalten. 
den Teilbrüchen 


ı ın 
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für z entweder eine gerade 
Formeln sehreiben wir bın., 


\'. | 


— u“ u 2: 0 
[7 
® | 
(u? v”% 
[Zi 
\' 
+ hr 
(d 
n° \' | 
I6 u (+ h?) 
4 
I... nu ı 5 | 
(ot 2 — 
In 27 un (7-4 ur) 
g 


Summe in eine 


die Summen auf, 


» oder eine ungerade 


die u 


eanze Zahl zu set 
um sie für den Gebrauch bereit zu ha 





ME 
bi 9 y 
7 an °® | 
2a wer“ 
Ss - Be 
Gof: ”, 
| 7 6 ri 
< 1 . 
3m "4n 92 
| 7 & ah n° | 
+ \ 
am Tsm 9a Tiom .. „ah 
Sin’— 
| 7 6 Tu n? | | 
.- N n 
u! Su’ 9 24 16 u’ _.. „Tu 
Sin’— 
Doppelsumme. Die in Formel (19) abge 


Ks treten 


ı (25) zusammengestellt sind. Diese sind 


in den foleenden Formeln eingesetzt und gleichzeitig sind die einzelnen Glieder soweit als 


möelıch zusammeneezoeen. 


ereill 


\ 


t sıch so: 


v 


(+ h’Yıyg’ - uw) 


R’)’ 


Für die dreı 


(u?+h’’ 19 u“ )” 
m 
" Jh? L” | 
u7 BT a ‘f H 
J 
7 Ä | 
Ida” Jı | a 
zin®, 
% \ r | 
(u? + h?? (‘ h”) 
- 
hi? u \' | 
(w+h’)’ z_ 1 hi 
N | 
It (20° Jı e|' 2 ı. 
| 20)” 5 
/ \ ‚ | 
tr) (y° 2) 
7 
! H \ ’ | 
(9° i =)” ” PR 
1° t | 
IKIWETE n ?| er 
in 


verschiedenen 


einfachen Summen der Formel (19 


h? \ # | 


(" h?) (9’+h°) 
( 
“"—h’ %\" | 
(u? —+h?) + h? ’ (9 
7 
mu 3h? & h 
- — 
Shw+my% 9 2 








u” =* | 
(u? + h?y z_ (v7 + u?) 
5 
MW" \’ | 
9 ; BEE Pa 5) ()) 
W+-h)’._ vw a ae ART 
“ 
WM -BuN) _ U 
y 
ZT 
Sa (u? h?y 9 2 
u \' | 
(u? + v’)’ oo (g’+w) 
7 
/ u? y | 
Eu 2) a EN u” 
(4 
n (u? u°) 6 Bi 
z = Ic 
se (u —+-v?)” 24 





ai 
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und \ 


ı ha 





}) aber . 
s treten 


CS sınd 
} 


weit als 
mel (19 


(+ 
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‘ man diese Werte in (19) ein und multipliziert aus, so wird 





Y Y Ih? u” | | 
Ü z > 3 (h?- |! Zzaln r vn) 
ö m (ie m wi ö 4 et ”_g9 ° 
n 5 Din? —r 20)” — 
t Tr’ Tr —3u)h’u | _. nu 
b) 
T o— (m? e> h”\° | + EL h | 3 2 
h u on > 
INT N tm Sieh | .„ nh 
m big , 
IT u nz Im“ h ) r . Tu 
h [Z bo} -) 
8 |’ [ru — 33h’) (h’—3Zur)h-u iu... A Zt 
na 27 re (39) 
I u u————— Im H A? ® _ y 
h H 
\'\' un? | | 
2 | ) 
—— 1 (u ur > # A u > „it 
r v Sin?’ Sin? 
S ' “u? — 30°) uw? ı | . ma 
\ \ 5 2 | bta > 
To Me im“ - U) u. Tu r Ye 
y „ Sin B 
8 T’' Trm?’— 33V) —3ur)u.v „_ AU, Av 
mer r er bte bti 
n°’ (u? + I» j 2 
„H / 





Weiterhin werden wir die 7 hier auftretenden Summanden der Reihe nach mit A, bis A 
hezeiehnen. Die Faktoren, welehe die Hyperbelfunktionen enthalten, nähern sieh mit 


wachsendem Argument alle sehr schnell dem Wert I, so daß sie in den Doppelsummen, 


abzesehen von den Anfangsgliedern, nur die Randgelieder beeinflussen. Diese werden aber 


bedeutend sehneller klein als die weit überwiegende Zahl der Nieht-Randelieder. Berechnet 
man eine größere Zahl von Anfangseliedern, so kann man bei der Restabschätzung «lıese 
"aktoren vernachlässigen, da sie die Ziffern der dabeı benutzten Stellen nicht mehr beeinflussen. 


3. Berechnung der Doppelsummen. Zur Berechnung des Wertes der Doppelsummen 
werden die einzelnen Summanden bis zu einem genügend großen u, h bzw. u,» berechnet 
und addiert und der Rest mittels eines Doppelintegrales abgeschätzt. Ist der Wert des 
Doppelintegrales absolut genommen größer als der Summenrest, so erhält man bei positiver 
Summe obere bzw. untere Grenzen, wenn man für den Rest das Integral hinzufügt bzw. 
(iesen Rest vernachlässigt. Bei negativem Summenwert ist es umeekehrt. 

Um festzustellen, von welehen Indizes ab das Integral größer ist als das entsprechende 
Summenglied, benutzen wir die folgende, dureh partielle Integration abzuleitende Kubatur- 
ormel. (Die Ableitungen nach x bzw. y sind durch den Index 1. bzw. 2. bezeichnet) 


x 7 
h ; 92 
J \ \fıe )ds-dı IFWO)eY ..- _ (f,, (0,0) + VO) Ay) ry N ...(34. 
+.) 
x y 
\ 
; u ia 
a UL ZETE EL EL ua Pre Be a0) Kr £ 
" 
3 : j ( Y,)” .,- 
= N KO, ı,) N f aaae (U, | If d Y En, 
a F « 
(‚r ei” (y—n),.. R 2 A a \ i 
\ \ > .) Km ld,9) Ti122 | N) + Tine S ,) - Trr22 18, ldsdh 
‚0 





I \ . P) . . . . 
'n unserem Falle, wo in den Summen in jeder Riehtung entweder nur die geraden oder 


eo ungeraden Glieder auftreten, haben wir z=-+1, y -]1 zu setzen. Das Volumen 
prismatischen Körpers, der oben von der Fläche f(#, y) begrenzt wird und auf einem 
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(Quadrat der Grundfläche 4 steht, wird dann in dieser Formel mit einem Quader übeı 
gleichen Grundfläche verglichen, dessen Höhe gleich der des ersten Körpers in der Mitte 
(uadrates ist. Die Abschätzung wenden wir getrennt auf die positiven und negativen 


n 


nm n 
ee i . er. 
unserer Summen an. Dann haben wir es stets mit Funktionen der Form (2 am y zu 
ru u, u 
Für diese ist für die ın Frage kommenden m und » für positive z und y Af=f,,+f.. tx 
erößer als Null. Die Summe wird also kleiner als das Integral sein, wenn der kleinste \ 
.) 
von K absolut genommen kleiner als 5 If ıst. Bezeichnet man mit f,,,, usw. den absol 
2} 
Betrag der kleinsten Werte des betreffenden Gebietes, so muß also 
e 94 pen . 
STTALERTT + Tas22) ' ‘) lı1ae .) IA + /s) ® . . . . . . . . Ir 
De} . 0} 


sein. Für die Abschätzung führt man praktisch Polarkoordinaten vr, 9 ein. Man zeichnet 
dann die auf der linken Seite der Ungleichung (36) auftretende Funktion von 9 auf 
entnimmt aus dieser Kurve eine untere Grenze für diese Funktion. Gibt man die nächst 
erößere ganze Zahl für vr, so ergibt diese Abschätzung, «die hier im einzelnen nicht durel) 
eeführt werden soll, daß das Integral größer als die Summe ist 


& x y” 
für die Funktion , , =, wenn r 24 
ie“ - ) 
ce’ y ” 
I >\5 ‘ 
(2? +?) 
l ıp® = 
95 " ‘ 
ar y) 
r® Tu 
er } \ 
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ey Be . 
= l In 
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ist. Nun wurden in A, und A, die Glieder bis h=34, u bzw. r=535, ın A,, A, und A, bis 
h 20 und vw bzw. #19 und in A, und A, bis h=10 und « bzw. = 11 berechnet, und 
zwar wurden «die einzelnen Glieder auf neun Stellen hinter dem Komma bestimmt. In allen 
Fällen wurden also weit mehr Glieder berechnet, wie das zur Anwendung der Abschätzungs- 
formel nötige wäre. Der Grund ist natürlich der, daß man für die Summen genügend eng! 
(‚renzen haben muß. 


| 


Das für die Fehlerabschätzung nötige Doppelintegral muß nun über ein Gebiet erstreckt 
werden, das aus dem ersten (uadranten besteht, aus dem ein Rechteck ausgespart si 
7. B. ergibt sieh als Korrektur für die Summen 4A, und A, das folgende Integral 
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litte » Summe A, ist X =35, Y 36, also tg © 35, 9 —= 45° 48’ 24’ zu setzen. während in 
en T:il. - Y—36 und folglich 9=45" ist. Im Falle A, findet man für den Wert des Integrales 


0.0000546, im Falle A, wird .J, = 0,0000542. In ganz ähnlicher Art werden die Integrale 


























, zu ae . er 
lie positiven und negativen Teile der übrigen Doppel- y ' 
fo. Stets nen bereehnet. Es ergeben sich damit für diese die 
ste WW ort nden Grenzen: 
bsoluie: 00201013 E; 0,0202106 6 
V.O0OL56S = A, 0.0004767 Y 
00110853 = A, 00110657 
)OOLOG3T A,: VIMIOHIO . 
l) ER ‚om en (9). 
0). OSSHHHS 5 VOSSI HU 
01418085 = A, = — 0,1417662 
zeichnet 0.5121 A,: 0,0594221 © 
auf und _ — au T X = 
ee O6 Z0 = 00149985 | ß 
ıt dureh 
6. Berechnung oberer Grenzen für die Eigenwerte. Zu große Beträge für die Eigenwerte 
'iefert wie erwähnt das Verfahren von Ritz, das zu der Gl. (15) führte 
16 A ur u. uvhk 
€ 5) 0) y\% 5) Y Di} DE Cu [Ei k. v le) uneerade . (39). 
NEST ee Le) ee N UNIEPEONE) 
u 1 
/ur Bereehnung der A benutzen wir nun die ersten 25 Gleichungen, für die die k und k 
bzw. die «und » die Werte I bis 5 annehmen. In einer Gruppe von 13 dieser Gleichungen 
kommen nur solche e,„, vor, für die die Summe der Indizes gerade ist, während in der 
‚weiten Gruppe von 12 Gleichungen nur die e„; mit ungerader Indexsumme auftreten. Setzt 
16. 
man noch zur Abkürzung «=; 4, so lautet die Determinantengleichung der ersten Gruppe 
4 u S 16 
| - A - 1 - - 2 +4 - 2 
') 45 15 220 
100 1 S So 16 
d A, bis ET TTuertr 
ınet, und | S S 16 
In allen en ei 7: Ton BE Ba BE 1; ai 
rätzungs x 5 
96 i2 12 144 
end eng! >24 | - X - 2 = 2 1 
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erstreckt bb 63 A 37 d 63 A 27 A 
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part er 20 S 40 16 
Wir 2 en =; ir, 
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a. | fe) 0 S( 
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| ad N 40 S S0 
| 1156 — £ x +4 x I 
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| 100 200.200 100 
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Formt man diese Determinante in bekannter Weise um, so erhält man zunächst eine 
reihiee Determinante. Diese zerlegt sich in einen in x? linearen Faktor und in einen zwi 
Faktor, der gleich Null gesetzt eine Gleichung dritten Grades in .? liefert. Aus di 
Gleiehnngen ergeben sich die acht Eigzenwerte 

A, +t 18.547: A, t SO,IL: A + 66,32; A,=+$8586. 


4 


Die Determinantengleichung der zweiten Gruppe lautet: 
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Addiert man in der rechts oben bzw. Iınks unten stehenden sechsreihigen Teildeterminante 


m .) 


® ‘ be eu . .. . 
zur ersten Reihe -tel der zweiten und <..-tel der dritten. so erhält man in der ersten 


IS ı 
Reihe nur Nullen. Das gleiche ıst ın der letzten Reihe der Fall, wenn man zur sechsten 
Be See 0 f ER 
Reihe z=-tel der fünften und >| -tel der vierten addiert. Ebenso kann man auch die Glieder 
Pa | pe 


der ersten und der letzten Spalte dieser Determinanten zu Null machen. Daraus folgt. «dal 
die aus der Determinante folgende Gleichung höchstens von achtem Grade in x sein kann 
/ur Berechnung der Wurzelwerte formt man die Determinante in eine sechsreihige um, dır 
nur konstante Glieder und Glieder mit .” enthält und findet aus dieser durch Eingabeln 


_— 
IV 
.. 
ww 
P} 
—_— 
wo 


| + 54,14; A,= + 62,88; A4.= + 9952. 


6 Ei —. * S 


Damit hat man alle Zahlen zur Bestimmung der unteren Grenze des ersten Eigenwertes 
beisammen.  Berücksichtigt man nur die positiven Werte und nimmt für Q sinngemäß «ie 
obere (1renze, SO wird nach (il. (2) 


() 4 
% 5 - 


| ö 
‚1:1 0.007550 0.005532 = 15,5. 


Als Resultat unserer Abschätzung ergibt sich also, daß die kritische Schubspannung eı 
quadratischen Platte zwischen 
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Vorträge der Hauptversammlung in Dresden 
er Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik 


‚ den auf der Versammlung in Dresden vom 24. bis 26. September gehaltenen Vorträgen 
„oen wir im folgenden die von den einzelnen Vortragenden selbst zur Verfügung gestellten 
rtraesauszüge. Die vollständige Veröffentlichung einzelner Vorträge bleibt vorbehalten. 


Schmiegungskegelschnitte und ihre Anwendung in der praktischen 
Analysis und Kinematik. 


Von R. Beyer in Zwickau (Sa.). 


Kine wiehtige Aufgabe der Getriebetechnik ist der Ersatz der Bahnkurve eines Punktes 
eines bewegten Getriebegliedes durch eine andere Kurve, die sieh gut an die Kurve an- 
imieet und außerdem kinematisch leicht erzeugbar ist. Bekannt ist die Verwendung vier- 
‚| fünfpunktig berührender Krümmungskreise zum Entwurf von Stillstandgetrieben, Gerad- 

ührungen u. a. 
Es soll nun nach Kegelschnitten gefragt werden, die eine Kurve von der Gleichung 
f() in vier, fünf und mehr unendlich nahe benachbarten Punkten berühren. Vom Stand- 
nunkt der Getriebetechnik interessiert vor allem der Fall, wenn insbesondere der Kegelschnitt 
oine Ellipse ist, die sich bekanntlich mit Hilfe der Kreuzsehleifenkette oder des Kardankreis- 
naares leicht erzeugen läßt. Eine solche hat für das beliebig zugrunde gelegte Achsenkreuz 

lie Gleichung: 
(cz —- a’ +? (y—-’—-ab=0 .... a |‘ 


worin a und 5 die Koordinaten des Mittelpunktes und a und 5b die Halbachsen bedeuten. 
"ir einen vierpunktig berührenden Kegelschnitt (I. Art) müssen dann die aus Gl. (1) berechneten 
Dilferentialquotienten ', y” und y’” mit den entsprechenden Differentialquotienten von y fix) 
übereinstimmen. Für den Punkt € (#,.9,) ergibt sich so'): 


. y ‚ 7 7 \ y ’ y I 
Yo Ho ) to Ho ) 
=. —- m a B=m+t 7 I 9° 
> Ho Yo Ho Un 
Et DR 
> 4 Un Un 1? 4 ur Yu a 
A 22 +.) m» 4 m,92 3 ) no (») 9». ’ ‚ . . . (Ze ‚d). 
Y DM Yo Yo) Y% dm Yo Yo ) 


Ist für O (ae, ,) außer 9, =V auch 9, =d, jedoch 9,” ==0, so gehen die Gl. (2b, e, d) von der 
unbestimmten Form 0/0 über in: 


” 


. zZ . [23 
> un E ) Un ’ 


‘ 7 A 
MN er ‘ 
0 > p ans Mo er rt «a ri h" mio . . . (a, b, C, d). 


un Un un 


erner erhält man aus Gl. (2a, b, e, d) mit k=3 9, m /9% für 


yzytrk-yk®’—2ky, h-iky, -M )M .:.. 2.2 00.0. (4) 
venn 2=.x,-+-h gesetzt wird. Reihenentwieklung von (4) liefert Übereinstimmung bis zu den 


ersten vier Gliedern der Taylorschen Entwicklung. Auf den Sonderfall der Gl. a,b, e, d) 
soll hier nicht eingegangen werden. 

Die vorgenannten Entwicklungen und die hier nicht wiedergegebenen Formeln für fünf- 
punktige Berührung gestatten die numerische und graphische Auflösung von 
ewöhnlichen Differentialgleichungen, wie Abb. 1 für den Fall der Differential- 

chung Sry’ +5y—a"—=0 erläutert. Für die spezielle Lösungskurve durch C(@,=14, 

I) berechnet man y = 2,2, 9% = 13, 9% — 0.225, ferner k = 38,134 und erhält für h=1, 





v.09, gemäß Gl. (4) 4 =6,8966. Die genaue Lösung 2. y — x" —- 64=0 ergibt den 
196,59. Gleichzeitig findet man für h I, also 2=3, den Wert y=2,4195, genau 


- 416%. Die in Abb. 1 eingezeichnete Schmiegungsellipse II hat die Bestimmungsstücke 
1246, = 42,134, a = 6,0019, b= 40,1426 und zeigt in der Nähe des Punktes Ü gute 
chmiegung an die genaue Lösungskurve I (zeiehnerisches Verfahren)). 

beider numerischen Auflösung von gewöhnlichen Gleichungen setzt man 
1 4) für y=O und erhält zum Näherungswert =, die Korrektur h aus 


(ky -y)M+2kyh-yr+2ky)=0 . .: 2.202020. 0). 


‚ Die rechten Seiten der Gl. (2a, b, e, d) lassen sieh auch dureh xXo, 40, den Krümmungshalbmesser ? und den 
\ungshalbmesser 0, der Evolute ausdrücken, ferner ergeben sieh Zusammenhänge mit der zweiten Beschleunigung 
“ur den Fall einer Hyperbel erhält b?/a2 einen negativen Wert. 
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Für das einfache Beispiel =’ —9=0 findet man die Näherungswurzel «, =? und ı 
Y, l, 9% 12, 9, 12, —=6, k=72 gemäß Gl. (5) die Korrektur zu Rh — 0.0800: 


also .w = .r, + h=2,0S0082, was mit dem genauen Wert bis auf fünf Dezimalstellen über: 
stimmt. Man erhält demnach dureh Auflösung einer Gleichung zweiten Grades in h eiı 
„vierpunktigen* Näherungswert der Wurzel. 

Kine von den zahlreichen getriebetechnischen Anwendungen zeiet Abb. 2 
den Entwurf eines „Stillstandgetriebes“*“. Das vom Ster s eeführte Planetenrad d r: 
innerhalb des feststehenden Hohlrades e vom dreifachen Teilkreisdurchmesser. Der T. 

















kreispunkt €” von d beschreibt die Hypozykloide / mit den Spitzen €,, €, und €,. Aus d 
Gleichungen der Hypozykloide z# = r (sin2p +2sinyp), yer(d+cos2g 2cosp) folet | 
Ca,=0, „=%2P), = l:Sr, ae Er 3:128 7°. 
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Abb 1. Zeiehnerische Lösung einer Abb. 2. Schmiegungsellipse für dreispitzige Hypozykloid: 
Differentialgleichung mittels Schmie Vereinigung von zleichschenkliger Geradsehnbkurbel n 
rungsellipse 1. Art. Umlaufrädertrieb zu einem Stillstandgetriebe. 


Die Bestimmungsstücke der Schmiegungsellipse Il sind a =0, 9 =0,a=4r,b=2r. In Abh. 2 
wird die Schmiegungsellipse II durch die gleichsehenklige Geradschubkurbel mit der ‚Kurbel 
y° MF-3r, der Koppel e=- EF=3r und den Gleitsteinen f und h getrieblich erzeugt 
hr dabei zunächst fest gedacht). Durchläuft € den Hypozykloidenbogen €, €,, so bleibt A ın 
huhe. Gelangt jedoch C von €, nach €, und von dort zurück nach C,, so gleitet die Zapfen 
mitte JM von h längs der feststehenden Gleitbahn e, von M nach M’ und zurück nach M. Der 
Gleitstein A bleibt also während des dritten Teils der Umlaufszeit des Steges s in Rulı 
(Stillstand- oder Rastgetriebe). Über weitere Anwendungen soll a. a. ©. berichtet werden 


Vor Herleitung der fünfpunktig berührenden Kegelschnitte (II. Art) legt man zwech 
mäßig den Koordinatenanfangspunkt durch den gegebenen Punkt €; die durch Differentiatı 
aus der quadratischen Form entstandenen Gleichungen werden dann wesentlich einfacher. Aue 
der Fall „0 und »°’’--0 kann so erledigt werden. Es sei hier noch auf zahlreiche & 
metrische Orter verwiesen, z. B. auf den Ort aller Punkte des bewegten Getriebegliedes, | 
die die Schmiegungsellipse in einen vier- oder fünfpunktig berührenden Krümmungskreis üb: 
geht (b’/a’ 1, Burmestersche Kreisungspunktkurve und Burmestersche Punkte), ferı 
auf den Ort der Mittelpunkte aller Schmiegungskegelsehnitte I. oder Il. Art usw. Schmiegun: 
kerelsehnitte können aueh zum Entwurf von Rechengetrieben benutzt werden, 
besondere dann, wenn diese nur für ein begrenztes Intervall der veränderlichen Gröl 
benötigt werden. 6 


Renleaux-Mitteiluneen und Archiv für Getriebetechnik (RM-AIfG). 
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Beiträge zur Statik elastischer Platten veränderlicher Dicke. 
Von R. Gran Olsson in Trondheim. 


{. Zur Theorie der Plattenkniekung hat G. H. Bryan’) den ersten Beitrag geliefert, 

m er den Fall einer allseitig gleichmäßig gedrückten, unnachgiebig und gelenkig gelagerten, 
teekieen Platte untersuchte. Eine in dieser Weise belastete und gestützte Platte wird 
» bei linear veränderlicher Biegesteifigkeit in der einen Richtung in bezug auf ihre Stabilität 
‘srsuicht (Abb. 1). Die Differentialgleiehung des Problems wird in üblicher Weise mit Hilfe 
os Ansatzes für A mw (m — Durchbiegung, I= Laplacescher Operator), derden Grenzbedingungen 
wei eerenüberliegenden Rändern von selbst genügt, in eine gewöhnliche Differential- 
‘chung zweiter Ordnung verwandelt. Die Lösung dieser Gleichung ist dureh die konfluente 
nergeometrische Funktion gegeben®). Die Kniekbedingung läßt sich im Falle dieser allgemeinen 
ssunge für ein gegebenes Beispiel praktisch kaum ausrechnen, weshalb der Parameter im 
‚hler der konfluenten hypergeometrischen Funktion so gewählt wird, daß ein Polynom ent- 
‘ht. Die Ergebnisse für die Polynome nullten, ersten und zweiten Grades werden mitgeteilt. 
io kritische Kniekbelastung wird mit der Kniekbelastung verglichen, die man für eine Platte 


-onstanter Dieke erhält, deren Biegesteifigkeit gleich der Biegesteifigkeit an der „Wurzel“ 


or Platte veränderlicher Dieke ist. Für eine in der einen Riehtung quadratisch veränderliche 


Bioresteifiekeit ist die Lösung der entsprechenden Differentialgleichung durch Besselfunk- 


tionen gegeben. 
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Abb. 1. Abb. 3. 


\bb. 1. Recehteekplatte mit in einer Riehtung linear veränderlicher Biegesteifigkeit allseitig unter konstantem Druck 


in der Plattenebene (Randbedingungen: w—=0, sw —W). 


Kreisplatte, deren Biegesteifigkeit dem Gesetz folgt: N = No (Ir r)® (No Biegesteifigkeit im Mittelpunkt der 
Platte). Für a) gilt das Plus-, für b) das Minuszeichen. 

fl 
Kreisplatte, deren Biegesteiligkeit dem Gesetz folgt: N = XNo+« > e62. Ina) ist 4 1, ın b) / 1. 


2. Es wird die axialsymmetrische Biegung einer Kreisplatte von radial veränderlicher 


Dieke untersucht, wobei die Biegesteifigkeit N dem Gesetz folgt: N = N, + r)" (r = Ent- 
ermung eines beliebigen Punktes von der zur Mittelebene senkrechten Symmetrieachse, 


beliebige positive Zahl). Die Lösung der homogenen Differentialgleichung ist für eine 


»VS 


‚uerdehnungszahl >: n durch die gewöhnliche hypergeometrische Funktion gegeben. Ins- 


esondere ergeben sich für n =3 


v= 





) 


3 elementare Funktionen als Lösungen. n=3 ent 


'rcchen Plattenprofile nach Abb. 2. Das partikulare Integral zur Befriedigung der Störungs- 
nktion läßt sich in diesem Fall für beliebige axialsymmetrische Belastung in bekannter 
se nach der Methode der Variation der Konstanten ermitteln. Die Platten können mit 
" ohne Bohrung, die Grenzbedingungen ganz beliebig sein. 
„m 


*) a. ir . . . . r v S n . . . 
>. Axialsymmetrische Biegung wie unter (2) mitt N=N,:e "" (A und n sind beliebige 


0 
r r R 
'stanten, o = Z,a= Außenradius der Platte). Durch entsprechende Wahl von A und n 


') Nach gemeinsamen Arbeiten mit E. Reissner, Cambridge-Boston, Mass. (U.S.A.. 


*, 6. H. Bryan: Proe. Lond. math. Soe. 22 (1891), S. 54 
G. N. Watson and E. T. Whittaker: Modern Analysis 4. ed. S. 337, Cambridge 1997. 
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läßt sieh eine große Mannigfaltigkeit von Plattenprofilen erzeugen, die praktisch vorkomme: 
Für s=24 +4 sind die Radialschnitte der Platte in Abb. 3 dargestellt. Bei beliehi: 
Werten von n ergibt sich als Lösung der homogenen Gleichung die konfluente hypergeometris. 
Funktion’), Für »=2r ist die Lösung auf Besselfunktionen imaginären Areuments zurü 
führbar. Das partikulare Integral, das die Störungsfunktion befriedigt, läßt sich in vi. 
u 

Fällen sehr einfach durch Ausdrücke von der Form 0” e”" angeben, insbesondere auch 

den praktisch wiehtigen Belastungsfall einer Einzellast in der Mitte sowie gleichmäßig 

teilter Belastung sowohl bei der vollen Kreisplatte als auch bei der Ringplatte. Die du 
ein Temperaturgefälle senkrecht zur Plattenebene hervorgerufenen Formänderungen 
Spannungen lassen sieh ebenfalls ermitteln. 


Die hier berührten Aufgaben der Plattenstatik sollen später ausführlich dargestellt werd: 


6,)”) 


Strahlgebläse mit hohem Wirkungsgrad insbesondere zur Tunnellüftung. 
Von H. Henschke in Berlin. 


Strahlzebläse zur Tunnellüftung wurden erstmalig von dem italienischen Erfinder Saccardo 
beim 3000 m langen Partolinotunnel angewandt. Später wurden nach dem gleichen System 
belüftet u. a. der Gotthardtunnel, der Tauerntunnel und z. B. auch der längste deutsch: 
Tunnel, der Kochemer Tunnel. 
Diese Anlagen waren strömungstechnisch außerordentlich ungünstig ausgeführt. die Ver- 
luste dementsprechend hoch. Der Gesamtwirkungsgrad für einen längeren 2-gleisigen Tunnel 
lag etwa bei 6°. Stärkere Gegenwinde konnten überhaupt nieht überwunden werden. : 
Da die Lüftungesverhältnisse des Kochemer Tunnels eine grundlegende Verbesserung not- 
wendig machten, wandte sich die Reichsbahndirektion Trier (Jetzt Saarbrücken) an das Institut 
für Teehnische Strömungesforschung an der Technischen Hochschule Berlin mit der 
Bitte, zu prüfen, wie die bestehenden Mängel behoben werden könnten. 
Prof. Föttinger schlug eine wesentliche Umgestaltung des Strömungssvstems vor 
(Abb. I). Am Tunnelportal sollen eine Zahl zylindrischer oder konischer Strahldüsen profil- 
[rei angeordnet werden. In jede Düse wird ein Axıal-Ventilator gesetzt, der durch einen 
Klektromotor angetrieben wird. Die Strahldüsen blasen ın einen düsenförmige ausgebildeten 
Misechraum, in dem die Strahlzeschwindiekeit zum Teil in Druck umgesetzt wird. Gegenüber 
den alten Saecardo-Anlagen liegen die Vorzüge dieser Anordnung neben baulich einfacherer 
und billieer Ausführune vor allem darin, daß der Verlust vor dem eigentlichen Strahlgebläse 
nahezu beseitigt und die kinetische Energie hinter dem Gebläse voll ausgenutzt wird. 








Abb. 1. 


Um die Verluste im Strahlgzebläse, das von der Mündung der Düsen abzerechnet wi 
zu senken, wurden einzehende Versuche angestellt. Es war vor allem zu klären, ob es zwe 
mäßige ist, mit großen Mengen und kleinen Drucken oder kleinen Mengen und großen Druck 
zu arbeiten. Diese Frage lief darauf hinaus, welche Quersehnitte dıe Strahldüsenmündung 
im Verhältnis zum Tunnelquersehnitt erhalten sollen. Weiter war zu untersuchen, un! 
welchem Winkel die Strahldüsen zur Tunnelachse stehen sollen, wie der Mischraum zu 
stalten ist und wie die Strahldüsen am Tunnelumfang profilfrei anzuordnen sind. 


1, Siehe auch ©. Piehler: Die Biegenng kreissymmetrischer Platten von veränderlicher Dicke, Berlin 1928, > 
wo die volle Kreisplatte unter gleiehmäßig verteilter Belastung bei derselben Veränderlichkeit der Biegesteilig 
allerdings bei Besehränkunge auf n >, behandelt ist. 

5) Bezüglich Tabellen der konflnenten hvpergeometrischen Funktion siehe Report of the British Assoclatllo 
the Advanecement of Science 1926, S. 276, 1927, IS. 220. 
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Der Wirkungsgrad des Strahlapparates wird definiert zu 


Energie am Tunnelanfang nach Beendigung der Mischung 
"Energie der Luftstrahlen beim Verlassen der Strahldüse 


Die Versuche ergaben, daß den größten Einfluß auf die Strahlapparatcharakteristik das 
‚ältnis des Gesamtquerschnittes der Strahldüsenmündungen zu dem engsten (Querschnitt 
VMisehraumes hat. Es zeigte sich, daß es günstig ist, den Gesamtquersehnitt der Strahl- 
n etwa gleich dem 0,3- bis O,5-fachen des engsten Mischraumquersehnittes zu machen. 
-li diese Feststellung erledigt sich die Frage: „Wenig große oder viele kleine Strahldüsen‘‘ 
selbst. da der vorhandene Profilumfang nur bei Anwendung größerer Düsen gestattet, den 
derlichen Querschnitt unterzubringen. Nächst dem Querschnittsverhältnis ist die Ge- 

‚tung des Mischraumes von ausschlaggebender Bedeutung. Bei allen Strahlapparaten ist 
‚weekmäßig, den Mischraum hinter den Strahldüsen einzuschnüren. Eine Grenze wird 
ser Einscehnürung hier durch das lichte Profil gesetzt. Die Entfernung des engsten Misch- 
ınauerschnittes von der Strahldüsenmündung darf nieht zu groß sein, sonst ist die Mischung 
Ion vorher beendet und die günstige Wirkung der Einschnürung geht verloren. Liegt der 
„este Misehraumquersehnitt den Strahldüsenmündungen zu nahe, so wird die Verengung 
hr sehroff. Die Düsenstrahlen treffen dann auf die Wand des Mischraumes, wobei Stoß- 
Juste auftreten. Sind die Düsenstrahlen dagegen sehr stark geneigt, dann wird die wirksame 
ıxinle Impulskomponente zu klein. Durch zweckmäßige Gestaltung des Mischraumes konnte 


ler Wirkungsgrad auf etwa 45°/» gegenüber 23°/o bei zylindrischer Mischdüse gesteigert werden. 


\l= günstigster Neigungswinkel der Strahldüsen hat sich ein Winkel von 10 bis 20° gegen 
ie Tunnelachse ergeben. Die Anlage wird außerordentlich vereinfacht, wenn auf Anordnung 
on Strahldüsen zwischen den Gleisen verzichtet werden kann. Es ergab sicli, daß dies mit 
nur sehr geringer Einbuße an Wirkungsgrad geschehen kann, wenn dafür eine entsprechende 
/ahl Düsen mehr seitlich und oberhalb des Gleiskörpers untergebracht werden. 

Um zu prüfen, ob die Strahlapparatcharakteristik von der Reynoldsschen Zahl unabhängig 
it, wurde der Druck variiert. In dem durch die Versuchsbedingungen gegebenen Bericht 
vurde Unabhängigkeit nachgewiesen. 

Als Ergebnis dieser Untersuchungen kann eine wesentliche Verbesserung der Strahl- 
vebhläse-Tunnellüftung festgestellt werden, und zwar in der Größenordnung von etwa 10"/o des 
bisherigen reinen Strahlapparates auf 45°/o bei der neuen Anordnung. 649 


Über Tragflügel mit kreisförmigem Grundriß’). 
Von Wilhelm Kinner in Göttingen. 


ln folgenden soll dargelegt werden, wie sich die Prandtlsche Quellsenkenmethode 

er tragenden Fläche?) zur Untersuchung von Tragflügeln mit kreisförmigem Grundriß in 
tationärer Strömung verwenden läßt. Die Ansätze werden in üblicher Weise linearisiert: 
insbesondere verlegen wir die Sprungstellen des Beschleunigungspotentials ? vom Flügel auf 
(te Grundkreisfläche. Der Mittelpunkt des Grundrißkreises liege im Ursprung, seine Fläche 
u der aepEöbene; sein Radius sei e. Die dimensionslos gemachten kartesischen Koordinaten 
Mr ” Y = 7 


sieh zen R ] r a == 
€ J C 


Die #-Achse zeige nach hinten, die „Achse nach rechts, die 
\chse nach oben. Die Anströmungsgeschwindigkeit in «-Richtung sei ®. Die Flüssigkeit 
\ird als volumbeständig, reibungs- und schwerelos vorausgesetzt. 
Da die Berechnung des Potentials für vorgegebene Auftriebsverteilungen auf Integrations- 
wierigkeiten stößt, schlagen wir den umgekehrten Weg ein, d. h. wir entnehmen die 
otentialfunktionen erster Art“ (2) der Potentialtheorie, bestimmen die zugehörige Aero- 
amık und suchen die kinematische Bedingung durch Linearkombination zu befriedigen. 
verwenden dabei elliptische Koordinaten u, 7], y, die mit den kartesischen durch die ortho- 
ale Transformation 


z eyl- wWyl+n’cosp, Y ey! u] I+y"sıny, 2=cun.. . () 


snüpft sind. Die Zuordnung wird umkehrbar eindeutig, wenn man die Hyperboloid- 
linate u beim Übergang vom oberen zum unteren Halbraum von positiven zu negativen 


\uszug aus der Dissertation des Verfassers. - Die Untersuehung kreisförmiger Tragflügel ist für die Theorie 
'ogIro von Bedeutung. 
| L. Prandtl: Dieses Heft S. 360. Der mündliche Vortrag des Verfassers schloß sich unmittelbar den Aus 
ven Prandtls an. 
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Werten springen läßt. In elliptischen Koordinaten lauten die bekannten‘), überall end 
bleibenden Lösungen von IP =U in reeller und normierter Form: 


| In m)! 


l ' Pa | 4 . 
Pu (u,n,9g) jnomzı Cu" Pu (u) Qu" lin) cosmg 


H 


(n + ım)! 
worin (,„” eine Konstante und P," bzw. 9,” die zugeordneten Kugelfunktionen erster h 
zweiter Art bedeuten. Von Interesse sind nur Funktionen 2,” mit ungeradem n + m. 
diejenigen mit geradem na —+ m an der Grundkreisfläche stetig sind. Die Auftriebsdichte 
einer Stelle (z,9) der Grundkreisfläche ist dem Potentialsprung proportional: 


Pu Poh 2 (Don PD, 


Der Gesamtauftrieb 4 ip Poa)d FR ist: 
0 ı „u 0 17 u. .. . 
A, =nocC’, A, 0 für alle übrigen (n,m) . 2 22.2.0 
+) 
Das Moment um die „Achse M (Pu Pa)azadF ıst: 
l ie w m Zar). : 
MM, great, JM, 0 für alle übrigen (n,m) . 2 22.20) 
NK 
’ I ’o»p 
Der Abwind am Flügel folgt aus 0 (.e, y) = E \ „dx durch Integration in der Grund: 
Ü<x 


S- 
rißebene parallel zur Anströmungsrichtung. Man erhält: 


Br 7 | T HR 
mw," (u,y) ; RT > P, (u)coso|, mw, (u,g) | z sa We ;') 


alleemein läßt sich =," (u, g) dureh tesserale Kugelfunktionen darstellen, wozu für ungerades » 


1 
„ I rm 


( 
als Summand (— 1) ? (),,(,) hinzutritt; dadurch wird der Abwind für die betreffenden 
R 


Funktionen an den Flügelenden logarıthmisch unendlich. 
= 
Die Gestalt des Flügels bestimmt man aus z (x, ) z \u de. 
Der Widerstand WW,” stimmt nach dem Munkschen Staffelungssatz mit dem der zu 


vehörizen trarenden Linie überein. Für ungerades m verschwindet deren Auftriebsdieht 


r Xo 
a)=\lpnn Pa)daelmita,ye- My) identisch; für gerades m erhält man: 
0 
u 2% 

a, Hy) 1r12 0005; ı\Pa.zıly)dy, wir) (— 1)4 +1 Os, + 1(7) (R). 

. 

Kr He ı oc? 0,” 

- “ B ai 


Wenn want 
u“ 5 u“ 


Für die Funktionen P,”" ist am Vorderrande keine Saugkraft vorhanden, da die ıindu- 
zierten Geschwindiekeiten (außer an den Flügelenden) endlich sind. 


Hieraus folgt, daß man 
mit diesen Funktionen allein den Einfluß einer Anstellwinkeländerung nicht untersuchen kann 


Die hierzu nötigen „Potentialfunktionen zweiter Art“ P, erzeugen wir aus den ®, 


(n=0,1,2,.....) dureh den Grenzprozeß 
h lc n f t DH 
++), I) Mr tdu,n+An, MW) Pazıla np) 
r | N 
P.lu,n,g) lim ;- 

>| 

woraus 
ul ur: 


D, ( g 


9 9 >, COSN ( 
(tn) (l+ nm: : 


3) M..J.O, Strutt: Lamesche, Mathieusche und verwandte Funktionen in Physik und Technik, Er: 


der Math. u. ihrer Grenzeeb., Bd. 1, 1932, S. 59. 
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Die PD, werden am Rande des Grundrißkreises unendlich; sie haben für sich keine 
ikaliseche Bedeutung, da die Abflußbedingung am Hinterrande (Auftriebsdichte gegen Null) 
ıt erfüllt ıst. 


Der Auftrieb ıst 


A,=4noeC,, A, VO für n DE 6 RR in a 4 EP SE FE 
las Moment um die y-Achse: 
R ' er 6 
M, 5 N oc” ( .,: MM, 0) für nu BSE.... ee .- 
«) 


/ur Berechnung des Abwindes am Flügel integriert man auf einer außerhalb der Grund- 
obene liegenden Parallelen zur »-Achse und läßt nach Ausführung der Integration den 
(punkt auf die Grundkreisfläche rücken. Der Abwind wird innerhalb des Grundkreises 


abhängig von «: 
(o,d ().(y) „nCıarıd Ps; +ıly) 
By . “+1 ie ei - R DAL — ( /. _ - . 3): 
waly)=(—L) - 43 w2i+ıl)=(I—1) "er dy (13): 


Jlaher sind die tragenden Flächen Regelflächen. 


Der Widerstand verschwindet für ungerades » und wird für gerades n unendlich: für 
in Borenstück des Vorderrandes wird für gerades » auch die Saurkraft unendlich, wenn 
man die Integration bis an die Flügelenden erstreckt. 


Für die zugehörigen tragenden Linien hat man: 
a.) M’2noe Cs, Ps, (N), Bee 5, IR 


‚Card Oauly) 


w3x(9) = (— 1)** ee . 5 A 


" dy 
Mit den entwickelten mathematischen Hilfsmitteln löst man die zweite Grundaufgabe 

ın folgender Weise. Aus der gegebenen Flügelform z(r, y) berechnet man den Abwind 
Ozlır. ) 


mir. 9) ! - 
„ F- 


und sondert aus dem erhaltenen Ausdruck zunächst die darin auftretenden 


\bwindfunktionen erster Art ab. Der Rest ist eine Funktion w(y) von y allein; man ent- 
wickelt ihn nach Abwindfunktionen zweiter Art derart, daß die Abtlußbedingung am Hinter- 
rınde erfüllt ist. Die Potentialkoeffizienten Cs, bestimmen sieh aus einem unendlichen 
iinearen Gleichungssystem, aus ihnen folgen die Ca 41 mittels der Abtlußbedingung. 





m m 
Abb. 1. Theoretische Widerstandspolaren. 
0.05 2.06 l. Ebene Kreisscheibe; 
2. druekpunktfeste Fläche 7,0 + 7304 7,1 mit 0,0 (39, 
C,V 
Ca! 2,58C,° und —, 0,095: 
Ur 
E 0," 
3. wie 2. mit 0,00. 
«+ 
u. 
u Ausgezogene Kurven: Linienwiderstände:; 





gestrichelte Kurven: Flächenwiderstände. 


A6NI 


Die Auftriebsverteilung, der Gesamtauftrieb und das Kippmoment sind damit bekannt. 
" Einfluß einer Anstellwinkeländerung kann man durch lineare Überlagerung einer ebenen 


ısscheibe untersuchen. Der „Flächenwiderstand“ W7 5 \ \(p. Po) w (ae, y) dF ist um 

Betrag der Saugkraft größer als der wahre Widerstand. Letzterer ist mit dem „Linien- 
rec 

ıstand“ W,= 5 \u.)e,(ydy identisch, da durch Verschiebung der Auftriebs- 
r 


ente das abgehende Wirbelband und daher auch die in diesem steekende kinetische 
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Energie, das Äquivalent der Widerstandsarbeit, nieht geändert wird. Ihrer analytischen Fo 
nach ergeben sieh der Auftrieb und sein Moment als Linearformen, die beiden Widerstäı 
und die Saugkraft als quadratische Formen der beiden Parameter - (Wölbungsparame! 
und te «a. 

Nach dem dargestellten Verfahren wurde die ebene Kreisscheibe, die Kugelkalotte, 
druckpunktfester Flügel mit S-schlag (vgl. die Abbildung) und das Rollmoment einer \ 
windung berechnet, letzteres mit den entsprechenden antisymmetrischen Potentialfunktio: 
(trieonometrischer Faktor sin ). 

Versuche zur Nachprüfung der Theorie sind an der Göttinger Aerodynamischen \ 
suchsanstalt in Vorbereitung. Eine theoretische Untersuchung des elliptisch berandeten Flüg 
in stationärer Strömung mit Verwendung von Lameschen Funktionen ist im Gange. 630 


Ueber ein instabiles Gebiet bei Wirbelringen. 
Von Carl-Heinz Krutzsch in Dresden. 


Durch die Anwendune einer besonderen Färbung bei Wirbelringen in Flüssıekeiten 
kann man das Verhalten der Wirbelrinze bei ihrer translatorıschen Bewegung zenauer b 
obachten, als bei vollkommen gleichmäßig gefärbten Ringen, 

Die Färbung besteht darin, daß an der Rohrwandung unmittelbar an der Ausstoßöffnung 
eines Rohres leiehtlöslicher Farbstoff aufzestriehen wird. Bei dem Vorbeiströmen von Flüssio 
keit an dem gefärbten Rohrende wird ein Farbfaden erzeugt, der sich als Spirale in den 
entstehenden Ring einwickelt. (Siehe Abb. 1.) 

Da die Gesehwindiekeiten der Schiehten im Wirbelring verschieden groß sind, zieht sieh 
der Farbfaden weiter auseinander, die Spirale jedoch enger zusammen, wenn der Wirbelring 
sieh weiterbeweet. (Siehe Abb. 2.) Besonders klar tritt bei dieser Art der Färbune di: 
Wirbelrinzachse oder -seele hervor. 

Bei der translatorischen Beweeung der Ringe ist folgendes Verhalten der Wirbelring- 
seele zu beobachten. Im Anfane der Bewegung behält der Wirbelring seine vollkommene 
Rerelmäßiekeit bei. Nach einieer Laufzeit erhält die Wirbelringseele aus kleinen Anfängen 
heraus regelmäßige, ganzzahlig auf dem gesamten Umfang verteilte Kröpfungen, die nach 
außen und hinten umgebogen sind. (Siehe Bild 3, 4, 5.) (Ein weiteres Bild eines Wirbel- 
ringes mit acht Kröpfungen befindet sich in der „Physikalischen Zeitschrift“ 1936, Heft 16, 
S. 508. Die Kröpfungen wachsen an, bis der Ring in eine vollkommen unregelmäßige Wirbe- 
lunz überzeht und die Sehiehtung aufgelöst wird. Es bildet sich nach dieser Instabilität 
meist wieder ein regelmäßiger Wirbelring, der einen größeren Durchmesser besitzt. 





\bbh. ] Abb. ?. Abb. 3. 
\hbh. 1 ‚in nur oben und unten gefärber Wirbelring bei der Entstehung. 


\bb. 2. Wirbelringe nach einiger Laufzeit. 


\bb. 5. Die Kropfungen der von der Seite gesehenen Wirbelringscele. Die Bewegungsriehtung 
des Ringes geht von rechts nach links. 
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Bei sehr langsamen Wirbelringen sind keine Kröpfungen und keine Instabilität zu be- 
‘en. Zwischen diesen beiden Bewegungsarten ist noch folgende Übergangserscheinung zu 
chten. Die Wirbelringseele kann Kröpfungen bekommen, ohne daß eine Instabilität ein- 
Der Vorgang spielt sich dann so ab, daß die Zahl der Wirbelringkröpfungen kleiner 
his wieder der normale Wirbelring entstanden ist. 





A6SC 4 ‚AsEO 5) 

Abb. 4. Die Kröpfungen eines von Abb. 5. Die Kröpfungen eines von hinten gesehenen 

hinten aufgenommenen Wirbelringes. Wirbelringes, der die siebente Kröpfung verliert und 
zz reeelmäßigen Sechseck übergeht, (Kıırz vor 


dem instabilen Gebiet.) 


Die Zahl der Kröpfungen ist je nach der Anfangsgeschwindigkeit verschieden. Bei 
srößeren Gesehwindigkeiten entstehen mehr Kröpfungen. Es sind Kröpfungszahlen von vier 
is zwölf beobachtet worden. Aus den Beobachtungen kann man entnehmen, daß noch weit 
höhere Kröpfungszahlen möglich sind, nur sind dabei die Kröpfungen nicht mehr so stark 
ausgeprägt und die Zeit zwischen der Entstehung der Kröpfungen und der Instabilität ist sehr kurz. 

Uber die Abhängigkeiten des instabilen Gebietes und der Kröpfungen, über die Er- 
weiterung des neuen Wirbelringes nach der Instabilität und über die Geschwindigkeitsver- 
teilune im Wirbelring sind Untersuchungen im Gange. | 

An dieser Stelle möchte ich Herrn Prof. R. Tomaschek für die Übertragung dieser 
\rbeit und für die Mitarbeit und Unterstützung, die mır von seiner Seite zuteil geworden ist, 
einen herzlichen Dank abstatten. HU 


Ueber Träger mit Figengewicht und gleichem Widerstand 
gegen Biegung*). 
Von K. Ludwig ın Hannover. 


berechnet werden der aufliegende Träger und der Freiträger mit EKinzellast am freien 
unde, wenn die Quersehnitte Rechteeke mit konstanter Breite sind. Die größten absoluten 
biegungsmomente werden dureh elliptische Integrale zweiter Gattung ausgedrückt, die abteilungs- 
weise dureh binomische Entwieklung und wiederholte Produktintegration ausgewertet werden. 

Das Gesamtgewicht kann dann durch elementare Integration berechnet weıden. 
Day 


Die über die Ausbeulgrenze belastete Platte. 
Energieansatz und Differentialgleichungen. 
Von K. Marguwerre in Berlin-Adlershof. 


Kine ausführliche Durehreehnung des Problems erscheint an anderer Stelle dieser 


schrift’). Es mag aber nieht uninteressant sein, einige Bemerkungen über den Zu- 
nenhang der von uns angewandten Methode mit einer sonst gelegentlich benutzten hier 
(lügen, 


) Eine ausführliche Veröffentliehung ist geplant. 
') KR. Marguerre und E. Trefftz: Über die Tragfähigkeit eines längsbelasteten Plattenstreifens nach Über 
en der Beullast. 
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Die Theorie der Platten mit „eroßen* Durchbiegungen unterscheidet sich von de; 
wöhnlichen Plattentheorie dadurch, daß die bei der Biegung entstehenden Dehn 
spannungen nieht mehr klein sind gegen die Biegungsspannungen selbst. Analytisch dı 
sieh darin aus, daß ım „Dehnungsanteil* der Anderungen der Koeffizienten des Lj; 
elementes’) das Quadrat der Durchsenkung w der Platte nieht mehr vernachlässigt w- 
kann zeren die linearen Glieder. Man findet unter der Voraussetzung, daß 


die übı 
IIvpothesen der Plattentheorie (Ebenbleiben der Quersehnitte usw.) gültig 


bleiben: 


) I» — ») 
‚gs - Mt, ; “EWK— Yır - Wxx | 
N .) . nun ») 
Yo - t!,„TW, _ Wyy=)% ZW ,y: ( 
= I I. . FD aa rg D » m 
‚ı2 “y 0: we Wy NW y— Yıa -N ey 


. ». w sind die Verschiebungen der Plattenmittelfläche. 


\Macht man nun die weitere Annahme, daß der übliche Ausdruck ®) für die Formänderunos 
enereie (F. E.) der Volumeinheit: 

(1 m | n R 
d; t Im Ya Y2 -Wıı aa Yız)\ Be wa an a 


seine Gültiekeit behalten soll, so ergibt sich für ein Feld RB eines an den Rändern gelagerten 


Plattenstreifens von der Dieke h dureh Integration die eesamte F.E. ın der Form: 





n!2 
F. E. \ \ | \ a,dz d.r dy 
B hf? 
(1) 
N (( Ghiil m ß | 
.) \\ l)® dedy N \ Im WHY! E(Yıı Ya2 Yız)ıdaedy 
RB RB | 
re Em’ h° IE h® | 
Darin ist A —— „ der sog. Plattenfaktor. 
12 (m? 1) 12 


In der genannten Arbeit’) benutzen die Verfasser den Ausdruck (1,3) unmittelbar, um 
mit Hilfe eines Ritzschen Näherungsansatzes für die Funktion w (x, 9y) die Verschiebungen 
«,v, sowie die in w enthaltenen Freiwerte auf Grund der üblichen Minimalforderungen des 
Prinzips der virtuellen Verrückungen zu bestimmen. 


Man kann aber auch auf dem Umweg über die zu diesem Variationsproblem ge- 
hörieen Differentialeleiehungen zu einem Lösungsansatz gelangen. Fülhrt 
Spannungen 0%, 0,,r ein, so erhält man für die sechs Unbekannten o 


System von sechs Gleichungen’): 


man die Dehnunes- 


x... das folgend: 


. Das erweiterte Hookesche (resetz: 


Be | | | ei f | - ( ’% 
0 Y T Ya * 07 ) ) ‚ei y T 1 ) \- 
\ .) ia m u / > i 23 ı m #33 Br 
> Die Gleichzrewichtsbedinzungen für o,r: 
00, Or 0 Or % Öy 0 (99 
ür Ö 7 Or Ö „ 
3. Die Plattengeleichung: 
h “ Y Rh ni 
I Im (Or Marty Wu +Zrw,,) \ (d=Querlast) . : #5 :.. 8% (8,0 


Diese sechs Gleichuneen lassen sich dureh den aus der ebenen Elastizitätstheorı: 
kannten Spannungsfunktionsansatz auf zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten reduzi: 
Setzt man nämlıech®) 


Or D, 5» 0 Y PD, = T . PD, 7 


} Vel. Handbueh der Phvsik \ I. =. DOLL. 1928). 


Kine eingehende Begründung in E. Trefftz: Über die Abteilung der Stabilitätskriterien .. . Verh.d 
ntern. Kot eresses für techn. Mech ‚ Stoekholm 1930, Bd. III, S. 44. 
1), Sehe | ußnote 1), m An, 
Kine elementare Herleitung, z.B. bei Preseott: Applied Elastieity, Chapter XV (London 1924) 
P’resecott,2a.2.0.,N. 42. Der Gedanke geht wohl auf v. Kärmän zurück. 
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deı ird das System (2,2) identisch befriedigt; aus (2,1) folgt bei Elimination der Ver- 
'hn: \ bunzen u, ®v: 

ı dı ' Be en ea en 
Li 
wi >23) nimmt die Form an: 
übı 
NA4dw—h(Pyyulzxt Pr Wwyu —2 PryWav) U: >: * : 0. 0. (83). 
ınd (3,3) sind zwei simultane nicht lineare Differentialgeleiehungen für P und ww. 

\lacht man nun, um Näherungslösungen für diese Gleichungen zu finden, für die 

-hsenkune mw eine „wahrscheinliche*, einen Freiwert enthaltende Annahme (dureh die 

Il -_ 

ssometrisehen Randbedingungen genügt wird), so kann man P aus (3,2) errechnen, und 
dann in der Form 
derunes 
\wAAwdedy—h\w(P,yWıx + PrxWwyy— 2 PxyWa,) dedy= \\wgdrdy. (4,1) 
[5 
ar onntzen. um den Freiwert zu bestimmen. 
lagerten Dieses Verfahren läßt sich ohne Schwierigkeit erweitern‘) auf einen mehrparametrigen 
Satz: 
We 5 ten en a we ARE 
\lan erhält die notwendigen »-Gleichungen für die n-Parameter «a; in der Form: 
(1.5) 
\n;AAwdedy+h\w (DP,yWxx + PrxWwyy— 2 PxyMWay) dedy=\\m;gqgdedy . (43). 
B =1,23...#) 
Sind als Randbedingungen Spannungen o, z vorgeschrieben, so ist dieser Weg einfacher 
‚ls der zuerst genannte, weil sich dann P bestimmen läßt, ohne daß die Verschiebungen «, 
explizit in die Rechnung eingehen. Ein Nachteil dieser Methode liegt darin, daß Gl. (4.1), 
har. um | obwohl man ihr dureh partielle Integration die Form eines Energieausdruckes geben kann, 
ebungen keine unmittelbar ersichtliche mechanische Bedeutung zukommt *). GI. (1,3) dagegen (bzw. 
gen des die Forderung F.E. = Min.) besitzt einen anschaulichen mechanischen Sinn; das aber hat den 
Vorteil, das man leieht erkennen kann, welche Anteile der F. E. als offenbar unwesentlich 
ınterdrückt werden dürfen’), wenn es sich darum handelt, ohne zu großem Rechenaufwand 
lem ge. zu einer ersten Näherung zu kommen. Über die Art und Weise, wie eine solche für die 
Fanunge praktische Durchreehnung komplizierterer Fälle nicht unwichtige Vereinfachung sich aus- 
folgend: wirkt, wird bei Gelegenheit ansführlicher berichtet werden. 643 
(2, Die Bildung von Tropfen an Düsen und die Auflösung flüssiger Strahlen. 


Von Wolfgang v. Ohnesorge ın Berlin. 


Die mannigfaltigen Erscheinungsformen von der Tropfenbildung bis zum Zerfall 

(2.2), issiger Strahlen, die teils unter Gewichts-, teils unter Druck wirkung ın die Atmosphäre aus- 
eten, sind mit Hilfe eines kinematographischen Hochfrequenzgerätes aufgenommen worden. 
Iinsiehtliceh der Geschwindigkeit der Tropfenfolge werden vier Fälle unterschieden: 

0) Langsames Abtropfen von der Düse unter Gewichtswirkung ohne Strahlbildung, 

I) Auflösung eines zylindrischen Strahls durch Vermittlung achsensymmetrischer 
RE Oberflächenschwingungen (nach Ravleieh), 
OTIe ( je . 
luzieren | II) Auflösung durch Vermittlung schraubensymmetrischer Schwingungen der Strahl- 

masse („Zerwellen* nach Weber-Hänleıin), 


III) Zerstäubung des Strahls. 


‚Der Verfasser verdankt Herrn Prof. Grammel den Hinweis, daß diese Methode allgemein erstmals (1904) 
\erkin angegeben wurde. In sehr vielen Fällen ist sie für die praktische Anwendung der (theoretisch ganz 
rh.d ertigen) Ritzsehen Methode überlegen. 
Es hängt dies damit zusammen, daß oberhalb der Beulgrenze die potentielle Energie der gekrümmten 
owiehtslage kleiner ist als die der gestrecekten; daß also nieht, wie am kritischen Punkte selbst, der Übergang 
‘einen in die andere dureh rein-innere Umlagerung von Dehnungs- und Biegungsenergie vor sich geht. 
7. B. die Anteile, die von den Schubspannungen oder von der Querkontraktion herrühren oder dergleichen. 


I“ 
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Über die Größenordnung der dabei beteiligten Kräfte gibt die beistehende Tabelle 
kunft, in der die Kapıllarkräfte als Einheit genommen sind: 








Ä cf Kanill Direkte Indirekte 
rachelts- (rewichts vapıllar yo. 1: 
Vorrang r ’ | Wirkung der Wirkune der 
kräfte kräfte kräfte 
Zähirkeitsreibune 

"all vo >) wesentlich | >) ) 

"all l mähßie sehr eering 1 sehr zerinz > () 

Mall Il steleend —_ | wesentlich mähıle 

Fall ill sehr stark >\0 | stark wesentlich 


\lıt steizender Geschwindiekeit der Tropfenbildung gewinnen sowohl die Trägheits 
auch «ie Reibungeskräfte an Einfluß, während die Schwerewirkune zurücktritt. Mit indirekte: 
Wirkung der Zähiekeitsreibunge sind Wirbelablösungen dureh innere Reibung gemeint. 


IN 





















































N 
u T ’ 
| | | | | Oel B d-Q5mm 
5h- ' } + f —— 4 Ricinus d-Q5mm 
| | | MH anieın) 
t Oel 8 d=20mm 
| | | 
u2 N 1 RE EBEN DR 
S | | 
EN 1 T T T | 
‘ | | 
! sd A ee Oel A d=20mm 
: t Pos r 1° 1 Ölycerin B d=Q5mm 
S | 
| 
< 5 anlenndo2ocisnenn een yeerin A denn 
E N | Glycerin A d=20mm 
10 . —— 
} 4 4 1‘ 4 } I en { 2 m 
Vogue Saemeupner, | 1 ap T . oo © eg | erisganpge: Sen» a BER 
| Gasoel d= 10mm 
+ o- © .; o ! + + Anilin d=07mm 
pe n EEREB + 4 4 4 BL. MMESPE. VESHEREEN SHERHEIINGNENN ÜNIREEUE: VEREIN) VEERDENEENEN. Een: 
| {e Su . o+ 4 t . Anılın d=- 20mm 
L I 14 
eg Koss tt], ..., d-07mm 
N Io “\ 000 ! ! 4 wasser 4.40mm 
+ o } “ 000 1 4 
+ nn + + +— — ned d=20mm 
- ” b Wasser dekdem 
J I I 
10 an | J = 
u. 5 0 10° 10 10° 10 10 
Reynolds'’sche Zahl R=v.dop 
7 
\hb. 1. Darstellune der Versuchsergeebnisse im Schaubild Z Z\R,). Die Strahlauflösunge vollzieht sieh in einer di 


drei eharakteristischen Formen innerhalb der Bereiche I, II oder II. 


Die theoretische Klärung der langsamen Tropfenbildung und der Strahlauflösung durch 
Vermittlung achsensymmetrischer Schwingungen geht auf Ravleigh zurück, der die Annalm 
reibunesfreier Flüssiekeit und Potentialströmung zuerunde legt, also allein Schwere und 
Kapillarität berücksichtigt. Eine Verfeinerung der Theorie durch Berücksichtigung der Zähig- 
keit verdanken wir €. Weber’). Die reehnerische Behandlung der dynamischen Vorgäng: 
bereitet unüberwindliche Schwieriekeiten, Für «die alleemeinen Beweeuneseleiehungen von 
\avier-Stokes für zähe Flüssiekeiten existieren bis heute keine strenzen Lösungen. so 
bald Trärheit und Zähiekeit ın ungefähr gleicher Größenordnung zusammenwirken. | 
solehen Fällen hefern die Gesetze der mechanischen Ähnlichkeit zuverlässige Aufschlüsse. 
insbesondere für die Auswertung und Verarbeitung der notwendigen Versuche. 

ür «lem statischen Fall ® ıst die dimensionslose Kennziffer ra maßgeblich, wobeı 


. 
der Halbmesser der Düsenbohrune und a die sich aus den Stoffbeiwerten os und Dicht: 
a Ö . & M s 
berechnende „Laplacesche Konstante” bedeuten: a . Die statische Meridiankurv 
04 


des achsensymmetrischen Tropfens kann auf dem Wege der numerischen Integration 
rechnet und damit das Gewicht des fallenden Tropfens mit großer Näherung innerhalb «es 
praktisch wichtigen Bereiches 001 <r/a < 10 ermittelt werden. e 

Im Falle der Strahlauflösung und Zerstäubung kommt das Webersche Ahnliehk@'!> 
zesetz der Kapillarität und das Revnoldssche Ähnliehkeitsgesetz der Zähigkeitsreibung in 
Betracht, während das Froudesche Gesetz bedeutungslos ist. Bei verschiedener Diet 
des umgebenden Mediums muß das Revnoldssche Gesetz auch für das Außenmediunm eı 
werden. Die Verwirklichung des Weberschen und Revynoldsschen Gesetzes zugleiel 
lingt in unserem Falle, weil einerseits die beiden Kennzahlen ähnlichen Bau hinsichtliel 


ZAMM 11 (1931), S. 136. 
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Abh. 4. 


Abh. ?2. Auflösung des zylindrischen Strahls 


dureh Vermittlung achsensymmetriseher 
Schwineungen (Wasser). Io00, Bild 


frequenz: 690 see 1, 


Abb. 3. Strahlauflösung dureh Vermittlung 


schraubensymmetriseher Schwingungen 


(Wasser). Pe=9800. Bildfrequenz: 1600 see 1, 


Abb. 4. Kinsetzen der Strahlzerstäubung 
(Anilin). Re 6200. Bildfrequenz: 4200 see 14, 
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Potenzgesetze aufweisen, andererseits die Kapillarıtät der Flüssigkeiten nur in verhält: 
mäßie eneen Grenzen varılert. Für das Zusammenwirken beider Gesetze bilden wir du 
Klimination der Geschwindiekeit eine neue dimensionslose Kennzahl 


Z 
Yood' 


in der alle kennzeiehnenden Stoffbeiwerte: Oberflächenspannung o, Dichte o, absolute Zäl 
keit 7, sowie der Durchmesser d der Düsenbohrung enthalten sind, und die wir als Funkt 
der Revnoldsschen Kennzahl R, zur Darstellung der Versuchsergebnisse benutzen (Abh 
In dem Schaubild Z== Z(R,) entspricht jeder Flüssigkeit bei festgehaltenem Düsendur: 
messer eine Gerade parallel zur Abszissenachse. Der durch die Revnoldssche Zahl 
kennzeiehneten Art des Strahlzerfalls ıst dann ein bestimmter Punkt auf der Gera: 
/ = konst. zugeordnet. Die Versuche zeigen, daß die Gebiete der Voreänee I, II und III du 
eerade Linien, welche Potenzgesetze bedeuten, getrennt sind. Gebiet I lieet im Ber: 
kleiner Reynoldsscher Zahlen, insbesondere bei Flüssigkeiten mit großer innerer Reibung 

Vorgang II vollzieht sich nach Überschreiten eines kritischen Gebietes für alle unteı 
suchten Flüssigkeiten innerhalb eines verhältnismäßig engbegrenzten Bereiches. Der Zei 
stäubungsvorgang III setzt plötzlich ein. Der Strahl zeigt in unmittelbarer Nähe der Mündung 
eine glatte Oberfläche mit achsensymmetrischen Anschwellungen, die in schraubenförmige Que: 
bewegungen mit zunehmender Amplitude ausarten. In den ausgebogenen Teilen bilden sie] 
/;wischentropfen, und schließlich zersplittert der Strahl vollkommen. Bei nur wenig gı 
steigerten Reynoldsscehen Zahlen springt der Zerstäubungskegel bis an die Düsenmündung 
zurück. 

Die kinematographischen Aufnahmen mit Frequenzen zwischen 200 und 12000 Bildern 
in der Sekunde sind im Institut für Technische Strömungsforsehung, Leiter Prof. Föttinger, 
an der Technischen Hochschule Berlin, mit dem dort entwickelten Thun schen Zeitdehne: 
vemacht worden. 641 


Über die Blasiusschen Formeln und den Druckmittelpunkt eines Profils. 
Von Theodor Pöschl ın Karlsruhe. 


Der Vektor der Kraft, die auf einen Körper in einer ebenen Flüssiekeitsströmune über 


traeen wird, ist dureh den Ausdruck zereben 


Bi rare De 


dabei ist n ein nach dem Innern des „Profils“ gerichteter Einheitsvektor und das Integral 
über dessen Umfang zu erstrecken. Wenn X, Y die Komponenten von B nach zwei Koor- 
dinatenachsen .. y sind, so ist bekannt, daß sich P=X -iY in sehr einfacher Weise dar 
stellen läßt. Hierzu hat man nur die obige Gleichung in komplexer Form zu schreiben, was 
dureh die Zuordnung geschieht 


Sol Ä-HiY., nds>idz, 


wobei unter dz = d.r + idy ein Element des Randes verstanden ist und 7’ die zu I’ konjugier! 
komplexe Zahl bedeutet. Ist m = u ir die Geschwindigkeit, so ist der Druck 
[#] N ‘ a 
yp Po a a u Po „ww, 
und daher läßt sieh Gl. (1), da das Integral über p, verschwindet und fortgelassen werde 
kann, ın der Form schreiben 


on Ban 
P’ Dpidz= > Pwiwdz 


Da das gerebene Profil eine Stromlinie ist, so haben dz und ı denselben Arcus:; es 
daher auch 
ılz dz 


oder, wdz=mwdz. 


und somit 
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as auf das Profil übertragene Moment M ist gegeben dureh 
% 1% A Ri +.) 
WM I pds 5 2 ' j ; ; - ’ . 8). 
! 


hier wird bekanntlich die Rechnung wesentlich vereinfacht, wenn man die Hilfsgröße 


BD 


lie komplexe Größe betrachtet 


nimmt 


EIER ;ı. Een > R 
T=M-i\ Prusı, N “icon, pw in) ds. ee 


heachten nun, daß das Produkt zweier komplexer Zahlen mit dem äußeren und inneren 
Iııkt der zugehörigen Vektoren in der folgenden Beziehung steht 


(l <b 4 ; 
—+ (0) rab; 
f 
‚ht man daher die Zuordnung r>z, nds>idz, so erhält man nach neuerlicher Benützung 
wdz mw dz 
———— 
‘) . 
T z Duzdz \ he a ae | (6). 
Um auch für N eine Deutung zu erhalten, führen wir einen Punkt wo2,=.r,+1 


auf SB ein, so daß 


WM ur A 


ladlureh ist erst die zu ® senkrechte Komponente von z, bestimmt. Es ist naheliegend, den 
Punkt auf der Wirkungslinie von B durch die Gleichung festzulegen 


N= P pds(in)=r, =, A+ymYT; 
dann ıst (daP=X —itY) 


r 


und es folgt 








\lan kann diesen Punkt 2, als „Druckmittelpunkt des Profils“ bezeichnen; er ergibt sich ge- 
(5 dieser Gleichung als „Schwerpunkt“ des mit der „Masse* w” belegten Profilumfangs. 


Was die Bedeutung von N betrifft, so ist zu sagen, daß N nichts anderes ist, als die 
on vor hundert Jahren von A. F. Möbius in die Statik einreführte „Sicherheitsfunktion*“, 
später von R. Clausius als „Virial* bezeichnet wurde. Die Lage von z, wäre unmittel- 
tür die (statische) Stabilität des Tragflügels entscheidend, wenn die Luftkräfte bei der 

ung des Flügels konstant angenommen werden könnten nur auf diesen besonderen 

beziehen sich die Untersuchungen von Möbius und anderer Forscher, die sieh nach 

\us mit diesem Gegenstand beschäftigt haben. Da z, (unter den übliehen Annahmen) 
"halb des Profils liegt, so wäre das Gleichgewicht, das man etwa unter Hinzunahme 


‘ konstanten Eigengewiechts erhält, stabil. Bei der Drehung des Flügels sind jedoch die 
xräfte mit dem Anstellwinkel « in bekannter Weise veränderlich: dies hat zur Foleo., 
(las „Metazentrum®* — als Angriffspunkt dieser Luftkräfte unter das Profil zu liegen 


ıt, was statische Instabilität bedeutet. 


Die nähere Ausführung für verschiedene Profilformen und der Schriftennachweis wird 
ııderer Stelle veeeben. 631 


OD 
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Beitrag zur T'heorie’der tragenden Fläche. 
Von L. Prandtl in Göttingen. 


I. Für verschiedene feinere Fragen der Tragflügeltheorie reieht die Behandlung 
Tragtlügels als „tragende Linie* nicht mehr aus. Es muß vielmehr eine „tragende Fläc 
betrachtet werden, wobeı aber ebenfalls, wie ın der Theorie der tragenden Linie alle Ans: 
dureh Annahme kleiner Störungeszeschwindiekeiten linearisiert werden. Die ältere The: 
der tragenden Fläche gründet sich auf Ansätze, die auf meine Veranlassung hin von W. Ack 
mann und W. Birnbaum') durchgeführt worden sind. Damals wurde das Wirbelsyst 
ın den Vordergrund gestellt. Es zeiet sich nun. daß ein anderer Zueane zur Theorie 
traeenden Fläche dadureh gewonnen werden kann, daß man von dem Feld des Beschleunieun 


n 


D»w i 
vektors b 1} auseeht. Unter Annahme eınes reibuneslosen Mediums hat man die Enul: 
3 
sche Gleiehune, dıe in unserer Bezeichnung lautet 
b - Ä | 0) 
+ -- orad» AREA Ve. A FE a 
ı) I 


Da wır auch Homozenität annehmen. ist 


| “dp 
eradp eradl\. }; 


Damit wird auch b ein Gradient. Bei Einführung eines „Beschleunigungspotentials“ 7 ist also 


b=eradg. Damit kann (1) integriert werden zu: 
dy 
I un Eee 27 
‘ 


Die willkürliche Zeitfunktion f(H) wird dabei, wenn im Unendlichen die ungestörte Strömung 
herrseht, zu einer Konstanten. Gl. (2) dient zur Druckermittlung, sobald das Beschleunigzungs- 
potential gegeben ist. 


2. An der tragenden Fläche weist der Druck einen Sprung auf, gemäß (2) also auch « 


Überall außerhalb der tragenden Fläche ist für Fluggeschwindigkeiten unterhalb der Schall- 
veschwindiekeit p stetig, daher auen g stetig (bei Überschallgeschwindigkeit die bekannten 
Unstetiekeiten!). Die Betrachtung ist bis hierher strenge. Die Einführung der Linearisierung 
erlaubt nun, auch im Falle des zusammendrückbaren Mediums. 

a) y aus einer „Doppelbelegung” ?) herzuleiten (bei Volumbeständigkeit wäre dieser 
Schritt noch streng ausführbar, bei Zusammendrückbarkeit ist er aber nur bei kleinen Druck- 
amplituden zulässig), 

I») dıe Doppelbelegung ruf der „Ebene statt auf der traeenden Fläche anzunehmen 


(Voraussetzung hierfür sind kleine Anstellwinkel und Wölbungen). 


Der Aufbau von g kann dureh Überlagerung aus den Feldern der differentiellen Dipol 


/ 
erfoleen (bei Zusammendrückbarkeit retardierte Potentiale’). im stationären Fall auch mit 
Hilfe der Kontinutätseleichune (volumbeständie io=®bd, kompressibel mit e= Schal 
2 \, Pal 4 0° ‘ 
veschwindiekeit) ll -i z 0". 
. ep: IA \ F N: 


>. Durch die Doppelbelegung, deren Intensität überall derjenigen des Drucksprungs en 
sprieht, ist das Beschleunigungspotential y im ganzen Raum definiert. Es ist jetzt aus y da> 
Geschwindiekeitsfeld zu ermitteln. Die Rechnung für den stationären Flugzustand habe 
ın meinem Aufsatz „Theorie des Fluezeuetrageflüzrels im zusammendrückbaren Medium* ın « 
Luftfahrtforsehung Bd. 13 (1956). S. 513, Abschnitt I veröffentlicht. Inzwischen habe ich, & 
zeregt dureh ein Gespräch mit Herrn W. Kınner, auch den niehtstationären Fall untersueh' 
wo der Potentialsprung außer von den Grundrißkoordinaten auch von der Zeit abhängt. > 
zeigte sich, daß auch dieser allzeemeinere Fall grundsätzlich durehführbar ist. 

Die Flurzeschwindiekeit, die als zeitlich konstant angesehen werden soll, sei V. D 
.- Achse liege in Flugriehtung (Gr nach hinten positiv), die „Achse in Riehtung des Holn 
die Achse senkrecht. Bei Vernachlässieune der zweiten Ordnune wird, mit iv = Geschw 


like Itsvektor., 


OWw. _,0% 
D \ r- | \ ; 
( f 9 .2E 
Diese Zeitschrift 3 192), 8. 2090, und 4 (1924), S. 277, vgl. auch H. Blerk, diese Zeitschrift 5 (1925), >- 


-;, V\el. etwa Prandt]-Tietjens, Bd. |! (1029), S. 158 u. f. oder auch Luftfahrtforschung Bd. 13 (1936), >. 
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Kinführung von b=grady und w grad P und Integration wird 
a» oo» | 
f | l.)), 
4 of Q I 
unge 00 
Fläc ı yr,9,2,M gegeben ist, dann findet man aus (©) 
Ansi 2 
The: | ” r y! 
Pir.y.z.t) -\opla’,y,z2d - \d.r’ s (4 
Ack „ \ \ / | „ \ | 
Isvst Y 
mie ı eis am bequemsten durch Gradientbildung auf beiden Seiten und Ersetzung von. dureh 
Ca 7 #°): dies liefert w als Zeitinterral von b bei festzehaltenem Teilehen.) Für stationäre 
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L) 
I. Die Gestalt der tragenden Fläche z= z(r, 9. wird, wieder auf erste Ordnung genau, 
ılten aus der Vertikalkomponente der Geschwindiekeit 
Aa» 
m: 
02 
Ililfe der Beziehung 
ıst also 02 \ 02 
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of ( f 
(> | Die Lösung lautet ähnlieh wie (4) 
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ie Funktion F dient dazu. eine willkürlich gegebene Laze und Bewerunge der Flügelvorder- 


auch « | 
kınte zuzulassen. 


rg 
DEN: >. Es mag auffallen, daß das Wirbelband in dieser Darstellung keine kolle spielt. Es 
wird selbstverständlich bei Auswertune des Geschwindiekeitsfeldes auf Grund von Gl. (4) 
nl (5) erhalten, da g oberhalb und unterhalb der tragenden Fläche verschiedene Werte hat. 
Darin, daß man es zur Durehführunge der Rechnung nieht braucht, besteht der Gewinn der 

en Darstellung. Im übrieen sorgen Integrationsschwieriekeiten dafür, daß die Rechnung 
nur bei verhältnismäßie einfachen Berandungen der tragenden Fläche zu dem gewünschten 
Krlolee führt. Die Belegunzen müssen zunächst auch einfach gewählt werden, man hat aber 
las Mittel der Überlagerung zur Verfügung, um auch verwiekeltere Belegunzen zu behandeln. 
Uber zwei solehe Fälle berichten die nachfolgenden Vorträge der Herren W, Kınner und 


kannten 
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Schal! 


Über einige Probleme der versteiften Schalen im Flugzeugbau. 


Von E. Schapitz in Berlin-Adlershof. 


os En! 


sg das Durch die Einführung der Schalenbauweise für die Rümpfe und Flügel der neueren 
abe ı ‚euge Ist eine Reihe von Festiekeitsfragen dringend zeworden. Kin wesentlieher Teil 
In | olben bezieht sich auf den Verformungeswiderstand auszeebeulter Blechfelder, 
ich, an- ı versteiften Schalen die Haut vielfach ausbeult, ehe die Bruchfestiekeit der Gesamt- 
rsuch! 'ruktion erreicht ist. Die Bauteile werden auf Grund der letzteren dimensioniert. Hierbei 
gt. Es | (lie Spannungsverteilung in der ausgebeulten Haut bekannt sein, da die letztere bei 
| teilweise mitträgt und bei Schub die Versteifungen infolge der mit dem Ausbeulen 
V. D indenen Spannungsumlagerung zusätzlich belastet. In vielen Fällen muß auch die 
Hol 5 keit des Bauteiles nach dem Ausbeulen der Haut bereehnet werden können, Als 
schw ı wird zweckmäßig die versteifte Kreiszylinderschale eingeführt (Abb. 1) 
bei der Berechnung der versteiften Schalen ist die Kenntnis der Beulfestiekeit des 
ummten Streifens wesentlich. Für Druckbeanspruchung hat Redshaw') eine 


dineune aufzustellen versucht. Für Schub und für das Zusammenwirken von Druck 


5), S. wu 


.kedshaw: The elastie instability of a thin eurved panel, Aeron. Res. Comm. Rep. and Mem. 1565, 
6), DS» 4, 





wo 
’ 





































an Ztsehr. f.aı 
362 te u ne Vorträge der Hauptversammlung in Dresden Math. A 





und Schub fehlen bis jetzt theoretisch begründete Ansätze. Die Tragfähiekeit nach 
Ausbeulen ist bisher noeh für keine Beanspruchungsart untersucht worden. Man hat des] 
Berechnungsverfahren auf Grund zweier anschaulicher Hilfsvorstellungen, der mittrazen 
Breite und des Zugfeldes, entwickelt. 
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\bb. 1. Schema der versteiften Kreiszylinderschale. Abb. 2. Schema der Faltung I, .. 


h 


Die mittragende Breite 5b, Ist dureh den Ansatz b„,=b " definiert, worin 9, di 

d: 
mittlere Spannung im Hautstreifen und o, die Spannung in seinen Randversteifunge 
(Abstand b) bedeuten. Bei der von H. Warner entwickelten Zuefeldtheorie?) wird 
angenommen, daß diejenige Hauptspannung o,, welche bei Schub Druckspannung ist. naeh 
dem Ausbeulen dem Betrage nach sehr klein gegenüber der Hauptzugspannung o, wird un«d 
deshalb dureh geeignete Annahmen erfaßt werden kann. Die Spannungshauptachsen sollen 
überall mit den Dehnungshauptachsen zusammenfallen. Das Dehnungsfeld wird als homogen 
aneenommen. Zu der Umfanesdehnung infolge der Formänderung der Versteifuneen tritt beim 
vekrümmten Streifen eine geometrische Verkürzung (Faltung £,,), weil der Bogen der Mittellinie 
welehe die Faltenprofile ausgleicht, kürzer ist als der Bogen der Mittellinie des Streifenquer- 
sehnitts vor dem Ausbeulen (Abb. 2). Mit diesen Annahmen errechnen sich bei Schub tz. B. 
Drillung) die Spannungen in der Haut und in den Versteifungen auf Grund von Überlegungen 
der elementaren Festiekeitslehre. 

Durch Druckversuche mit Platten und Teilschalen wird die mittraeende Breite in 
Abhängigkeit von der Spannung os, in den Randversteifungen ermittelt; sie nimmt nach dem 
Ausbeulen zunächst rasch, später langsamer ab. Bei der Zugfeldtheorie des gekrümmten 
Streifens wird die Größe der Hauptspannung o, Inder Feldmitte zwischen den Versteifungen 
dureh eine Annahme festgelegt. Dann kann man aus Drillversuchen mit versteiften Kreis 
zylinderschalen ®) Schlüsse auf die Verteilung der Hauptspannung 6, und die Faltung [, ziehen 

Im Falle kombinierter Druck- und Schubbeanspruchung verliert der Begril! 
der mittragenden Breite seine anschauliche Bedeutung, sobald © 


’y 


‚0, wird oder beid 


Spannungen entgegengesetzte Vorzeichen haben. Man kann aber die Zugfeldtheorie dahın 
erweitern, daß auch Fälle zusammengesetzter Beanspruchung erfaßbar werden und erhält 
damit ein einheitliches Rechenschema für alle Beanspruchungen. Den Ausgangspunkt hierlü 
bietet «das „unvollständige Zugfeld*®), bei welchem der Einfluß der Randversteifungen au! 
das Spannungsfeld im auf Schub ausgebeulten Blech berücksichtigt wird. 





\bb. 3. Bruehbilder von Teilschalen (Druekversuche). 
H. Warner: Ebene Bleehwandträgrer mit sehr dinnem Stegbleeh, Z. Flugrteehn. Motorluftseh. Bd. 20 ı 
Heft S bis 12. 


FB. Schapitz: Über die Drillunge dünnwandiger, versteifter Kreiszylindersehalen, Jahrbuch 1936 der Lili: 
(tesellschaft für Luftfahrtforsehung 
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Bei reiner Biegung einer versteiften Kreiszylinderschale ist die Spannungsverteilung 
lie Höhe auch bei ausgebeulter Haut linear. Die Haut ist hierbei an der Druckseite, 
sie auseebeult ist, nur nach Maßgabe der mittragenden Breiten für das Trägheits- 
nt des Schalenquerschnitts einzusetzen; das letztere hängt also vom jeweiligen Biege- 
ent ab. 
Kir die Bruchfestigkeit ist bei Druck und Biegung meist die Knieckfestigkeit der 
versteifuneen maßgebend; man kann deshalb häufig aus Druck versuchen mit Teilschalen 
lioende Schlüsse auf die Festigkeit von Vollschalen ziehen. Für die Profilkniekung 
außer der gewöhnlichen Stabkniekung auch das Verdrehknieken und das Ausbeulen 
Profilwände in Frage (Abb. 3). Bei Drillung der Kreiszylinderschalen ist für die Bruch- 
»keit die Kniekbiegefestigkeit der Längsversteifungen maßgebend (Abb. 4), sofern die 
‘s hinreiehend stark sind, um den nach dem Ausbeulen der Haut entstehenden allseitig 
‚len Druck auszuhalten. 





Abb. 4. Bruehbild einer versteiften Kreiszylinderschale bei reiner Drillung. 


Die theoretische Weiterarbeit hätte zunächst an den Beulbedinguneen für den gekrümmten 
Streifen anzusetzen. Darüber hinaus müßte mit den energetischen Methoden der Klastızitäts- 
theorie die Tragefähiekeit eines gekrümmten Streifens nach dem Ausbeulen unter verschieden- 
artigen Beanspruchungen untersucht werden, um die Berechtigung der bei den Näherungs- 
(ehnungen eingeführten Annahmen zu prüfen. 635 


Tragflügeltheorie bei Ueberschallgeschwindigkeit'). 
Von MH. Sehlichting in Friedrichshafen a. B. 


Auf Grund neuerer Ansätze von Prof. Prandtl?’) ist eine Theorie des Tragflügels 
ondlicher Länge bei Übersehallgeschwindigekeit entwiekelt worden. Dabei werden die gleichen 
Voraussetzungen wie bei der inkompressiblen Tragflügeltheorie gemacht, nämlich, daß die vom 
"ractlügel hervorgerufenen Störungszesehwindigkeiten klein sind gegen die Fluggeschwindig- 
set 1. Daraus folgt, daß auch die Diehte- und Druckunterschiede klein sind gegenüber den 

ittleren Druck und der mittleren Diehte. Dies führt zur Linearisierung des Problems, und 

mit erhält man auch für die Überschallströmung die Möglichkeit, dureh Superposition neue 
lösungen zu gewinnen, was sonst für kompressible Strömungen im allgemeinen nicht zutrifft. 
> strömende Medium wird auch hier als reibungslos betrachtet. 

Von der inkompressiblen Strömung unterscheidet sich die Tragflügelströmung bei Über- 
llgeschwindirkeit grundsätzlich dadurch, daß auch beim unendlich langen Flügel 
es Problem) ein durch die erzeugten Schallwellen bedingter Widerstand, der soe. Wellen- 
"stand, vorhanden ist. Für die unendlich dünne ebene Platte der Tiefe t z. B. ist der 

"eb I und Wellenwiderstand W pro Längeneinheit der Spannweite 


A Itga-puet:g bzw. W le 
\nstellwinkel,  a=-Machscher Winkel, q4=7 V’= Flugstaudruck, o = Dichte] 


te Polare des Wellenwiderstandes 


ER. 
Ca 


Ita 


Die Ausführungen des Verfassers knüpfen an den Vortrag von L. Prandtl, dieses Heft 8.360, an. 


l.. Prandtl: Theorie des Tragflügels im zusammendrückbaren Medium. Luftf.-Forschung Bd. 13, S. 313 (1936). 











un Ztsehr. f.: 
364 Vorträge der Hauptversammlung in Dresden Math. und M 





Die Theorie des Traeflügels endlicher Länge beı Überschallgeschwindiekeit |]; 
sieh auf folgender Grundlage aufbauen: Das Potential Pr der tragenden Linie ereiht = 
dureh die Operation 


/ ( DPila 2 } 
Pr. y.: — | — da 
a JE ( 5 
x? 4 
aus einem QOnellpotential Pg. Dabeı bedeutet Pr (x, 1,2) das Potential eines tragen: 
Klementes mit der Zirkulation Zum «die Achse (w, 9, z = rechtwinkelige Koordinaten). | 
eine im Punkt «= y° z=0 befindliche Quelle, die in Riehtung der positiven =-Achse mit 
der Geschwindiekeit V > e anzeeströmt wird (e = Schalleeschwindiekeit). ist das (uellpotent 
| 
D,, 
V\? 
N) - | | (4 - 2") 
= 


Dieses Potential ist reell nur innerhalb des Doppelkegels mit dem halben Offnungswinkel 
dessen Achse mit der #-Achse zusammenfällt. Außerhalb ıst es der Formel nach imaginäı 
in Wirkliehkeit ist es dort identisch Null zu nehinen. Physikalische Realität hat das Potential ®,, 
jedoch nur im „Nachkegel" des Punktes «= y=z 0. Im „Vorkegel” ist es ebenfalls identiselı 
Null zu nehmen. Das Potential (4) und die Operation (3) bilden den Grundstein für deı 
\ufbau beliebiger Tragflügelpotentiale für Überschallgeschwindigkeit. 

Durch Superposition kann man hieraus die tragende Linie und die tragende Fläche fü 
verschiedene Auftriebsverteilungen und damit auch den induzierten Widerstand erhalten. Es 
sind auf dieser Grundlage bisher folgende Aufgaben behandelt worden’): 

I. Die tragende Linie mit konstanter Auftriebsverteillung längs der Spannweite („Huf 

eisenwirbel”). 

>. Die tragende Fläche mit reehteekigem Grundriß und konstanter Flächendichte des 

\uftriebs. 
>. Die tragende Fläche mit trapezförmigem Grundriß und konstanter Flächendichte des 
Auftriebs. ni 


I. Der unverwundene Reehteekflügel: Bereehnunge der Auftriebsverteilung. 
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verschiedene Seitenverhältnisse und Machsche Zahlen. 





Abb. 2. 


Verl H. Sehliehtine: Trarflügeltheorie bei Übersehallgeschw indigkeit. Luft.-Forschung Bd. 13, S. 920 
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it] Ebenso wie bei der inkompressiblen Strömung erweist sich auch bei der Uberschall- 
ts ‘smune der Ersatz des Flügels durch eine tragende Linie mit konstanter Zirkulation (Fall 1) 


‚lie Berechnung des induzierten Widerstandes als unzulässig. Diese Schwierigkeit wird 
| der inkompressiblen Strömung dadurch vermieden, daß man unter Beibehaltung der 
‚senden Linie die Zirkulation am Flügelende in geeigneter Weise auf Null abnehmen läßt. 
r die Überschallströmung genügt dies jedoch nieht. Um zu einer Berechnung des induzierten 


derstandes zu gelangen, hat man hier außerdem noch den Übergang zur tragenden Fläche 
vollziehen (Fall 2 und 53). 


VOEN« 
= Für den praktisch sehr wichtigen Fall 4 des unverwundenen Rechteckflügels seien die 
ISe mıt oebnisse hier kurz miteeteilt. Außerhalb der beiden von den Kndpunkten der Vorderkante 
tentinl \bb. I) nach hinten abgehenden Machschen Kegel ist der Auftrieb konstant und infolgedessen 
» induzierte Widerstand gleich Null. Innerhalb der schraffierten Dreiecke fällt der Auftrieb 
nm Wert y, auf dem Kegelmantel auf y=0 an der seitlichen Flügelkante ab. Für die Auf- 
iebsverteilung y == y,f(9) ergibt sich die Integralgleichung 
I) l 
nkel es r wf/ı m 
sel a, Id) -+—-\fFIQFB,)d9=1 . er | (>) 
aeıinäı L 
As Al . 
z [577 ) 
tıal »,, 
entisel TIuR: 
ur ch N) er . : n 
| "°’dV 
F(), 9) Bien er ET rear F 
\ (©) m) 
he füı 9] 
en. Es 
ınd den Randbedingungen: 
(„Hut B—=U: fl) 0 Ber fel. . . er >» 
Dabeı Ist ı) ig to Aa nach Abb. . 
te «les 
Durch Lösung dieser Integralgleichung erhält man für ‚die aerodvnamischen Beiwerte 
ER des unverwundenen Reechteckflügels: 
Ite des 
| 0211; 
| | 0,3167 cu Ä Aue | 
tea 05164) TR Bat er Pie ce, — 94A,D,e). 
0 wwriT 4tgai— 03164 es 103164 | 
} Itva k 
17 / L — reduziertes Seitenverhältnis. 
W, ) 
Co)w+i Beiwert von (Wellen + induziertem) Widerstand. 
‚7? My, . i ’ , | 
7 Hung Beiwert des Momentes um die Querachse in Flügelvorderkante|. 
"4 
IA 
2 
In Abb. 2 sind die Polaren des unverwundenen Reehteektlügels für die Seitenverhältnisse 
) ) / 
G ‚9.775, und für die Machschen Zahlen Vie = 1,2: 1,5:2,0:3,0 angegeben. Zum Vergleich 
4 
(ie inkompressible Polare für tb _- eingetragen. Die Gleitzahlen sind bei der Über- 
hallströmung erheblich schlechter als bei der inkompressiblen Strömung. Die Widerstands- 
tersechiede zwisehen Flügeln mit verschiedenem Seitenverhältnis sind jedoch bei der Über- 
hallströmung beträchtlich geringer als bei der inkompressiblen Strömung, da im ersteren 
I e WEN. . r+ » r . u FR . 
!l der größte Anteil des Widerstandes auf den Wellenwiderstand entfällt. der unabhäneie 
ıı Deitenverhältnis ist. Der ebene Rechteekflügel ist bei Überschallströmunge ein druck- 
iktfestes Profil, wenn man vom Reibungswiderstand absieht. Für den unendlich langen 
| el liegt der Druckpunkt auf der halben Flügeltiefe, und mit abnehmendem Seitenverhältnis 
14 "kt er etwas nach vorn. 
1,0 RUE En | DER 
Die Formel (Sb) ist ein Analogon zu der bekannten Formel e,,; ca F/ab° der elliptischen 
'inebsverteilung bei inkompressibler Strömung. Ebenso wie diese gestattet sie auch die 
rechnung von einem reduzierten Seitenverhältnis A, —t,tga,|b, auf ein anderes 
320 tg a,lb,. 651 
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Strenge Lösungen zur Prandtlschen Theorie der tragenden Linie. 
Von Harry Schmidt in Berlin-Adlershof,. 


Die Grundaufgabe der Theorie der tragenden Linie, für eine vorgegebene Tiefen- 
Anstellwinkelverteilune die zueehörize Zirkulationsverteilune zu ermitteln. führt 
I. Prandtl auf eine hochgradig singuläre Integrodifferentialgleichung, während 
“. Trefftz eine sehr elegante potentialtheoretische Formulierung dieses Problems zu 
danken hat. 


Im Anschluß an die Trefftzsche Formulierung läßt sieh nun durch einfache | 
setzunesvorsehriften für die Tiefen- und Anstellwinkelverteilungen eine Zurückführune 
Fragestellung auf das dritte Randwertproblem der Potentialtheorie für das Außengebiet ı 
Kreises erreichen: die einschlägigen Existenz- und Unitätssätze der Potentialtheorie ero: 
alsdann unter Voraussetzung stückweise stetieer 'Tiefen- und Anstellwinkelverteiluneen 
Existenz einer einziegen, längs der ganzen tragenden Linie stetizen Zirkulationsverteilı 
die sieh nach Übertragung auf den Einheitskreis in eine daselbst absolut und gleichn 
konvergente Fourierreihe entwickeln läßt. Die strenge Lösung des Randwertproblems kanı 
für den beliebig verwundenen elliptischen Flügel auf potentialtheoretischem Wege in 
schlossener Form gewonnen werden, während beı sehr allgemeinen Klassen nicht-elliptische: 
Tiefenverteilungen eine funktionentheoretische Methode gleichfalls zu strengen, in geschlossene: 
l"orm dargestellten Lösungen führt. Die Entwieklungskoeffizienten der zugehörigen Potential 
funktion genügen einem unendlichen linearen Gleiehungssystem, das der Erh. Schmidtsele: 
Auflösungstheorie zugänglich ist. 


Kine ausführliche Veröffentlichung der Arbeit erfolgt demnächst in dieser Zeitschrift 


4.3] 


Der Spannungsverlauf in umlaufenden Scheiben mit exzentrischen Löchern. 
Von F. Schultz-Grunow in Göttingen. 


Bisher hat sieh die Elastizitätstheorie entweder mit Vollscheiben, oder mit Scheiben. 
die ein zentrisches Loch besitzen, befaßt. Aber auch Scheiben mit exzentrischen Löchern sınd 
von praktischer Bedeutung. Es soll daher gezeigt werden, wie der Spannungsverlauf bei 
beliebixe vielen Löchern endlichen Durehmessers in Scheiben konstanter und schwach vei 
änderlieher Dieke exakt ermittelt werden kann. Dabei wird es sich um die Lösung eines 
ebenen Randwertproblems handeln, das insofern von Interesse ist, als eine Aufgabe dieser Art 
d. h. exzentrische Kreisränder mit veränderliceher Belastung, bisher nicht behandelt worden ıst 


Dem Spannungszustand der Vollscheibe wird ein solcher überlagert, welcher von Spannunge! 
an den Loehrändern hervorgerufen wird, die geleichgroß, aber entgegengesetzt gerichtet zu 
jenen sind, die in den entsprechenden Kreisschnitten der Vollscheibe auftreten. Offenba 
werden hierdurch die an den Löchern herrschenden Randbedingungen erfüllt. Die Rand 
spannungen formulieren sich in Ausdrücken 


o,— A,+4,cos $)+4,c0os209, t=PB,sin + B,sin?2 ©) 


0 ı 2 


und haben pro Loch eine Resultierende, welche gleich dem Auftrieb 


A 0 w" h aa 
des Loches ist. Es bedeuten 0, Normal-, = Schubspannung, o—=Dichte des Schei! 
materials, == Winkelgeschwindigkeit, b = Abstand des Lochmittelpunktes vom Scheı 
zentrum, a lLochradius:; die Wandstärke h der Scheibe ist vorläufig = 1 gesetzt, der Wink: 
ist in Abb. I angereben. Die Reaktionskraft A tritt im Scheibenzentrum als Einzelkralt 
wenn man die Welle der besseren Übersicht halber als unendlich dünn voraussetzt. 


Beschränkt man sich zunächst auf ein einziges Loch, so hat man also folgendes R 
wertproblem zu lösen: Vorgegebene Spannungen am Lochrande mit nach dem Scheibenzen 
eeriehteter Resultierender, Einzelkraft im Scheibenzentrum als Reaktionskraft dieser R 
tierenden, spannungsfreier Außenrand. Die Lösung des Problems gelingt durch einen zv 
mäßig gelegten Kreissehnitt: Durch einen zum Loch konzentrischen Schnitt, der durel 
Scheibenmittelpunkt läuft (Abb. 1), entsteht ein Kreisring, der am Innenrande dureh 5 
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nı innungen und am Außenrande durch eine Einzelkraft belastet ist. Die Einzelkraft läßt 4A 
nıe., 'ı in die Reihe 
x 
A|1 , | 
alten, O, E> | > "a cosn 
hrt nr 
end 
Ss zu ‘wiekeln, so daß der Spannungsverlauf im Ring und dessen Formänderung exakt ermittelt 
srden kann mit der Michellschen Lösung für den Kreisring'), die ebenfalls eine Fourier- 
‘he darstellt. Die Zusammenhangsbedingung der Ränder b des Ringes und des übrigen 
che |] \sibenteils kann dureh Überlagerung eines weiteren Spannungszustandes ım Ring und ım 
eg riven Seheibenteil erfüllt werden, und zwar, wenn man den übrigen Scheibenteil als unend- 
biet | ch ausgedehnt ansieht. ebenfalls mit der Michellschen Lösung. Man erhält dadureh den 
re ‚\benrand nieht spannungsfrei. Die bisher überlagerten Spannungszustände sollen zur besseren 
) "deutliehung als „erste Überlagerung“ bezeichnet werden. Um den Außenrand spannungsfrei 
erteilt hekommen, überlagert man gleichgroße entgegengesetzt gerichtete Randspannungen und 
Bohn! "mittelt ohne Rücksicht auf das Loch den zugehörigen Spannungszustand der Vollscheibe. 
BRvEn kanı \ın Lochrande erhält man durch diese „zweite* Überlagerung ebenfalls Spannungen. Berück- 
ve in ı 
HHıiptische: 
-hlossene: | 
Potentia) 
nıdtsehen 
‚eitschrift Pr 
634 On 
Abh. 2. 
‚öchern. 
Abb. 1. Spannungen am Lochrande. 
Scheiben. 0 vom Spannungszustand der Vollscheibe 
ehern sınd I von der 1. Überlagerung 
II von der ]. Überlagerung am anderen Lochrand 
erlauf bei Ill von der 2. Überlagerung (am Außenrand) 
wach veı | | | IV von der 3. Überlagerung (am Loehrande, Inversion) 
sung eines nn. Be \ I II + III I\ zusätzliche, en er 
dieser Art + | 2 | 
worden Ist _ A nn >= = 
At} 30° 60° 90° 120° 150° 780° 
pannungen 0 Abb. 2. Kestglieder am Lochrand in Prozenten der 
richtet zu Abb. 1. Funktion 0 in Abb. 1. 
Olenhbaı 
Die Rand sichtigt man nun die übrigen Löcher, indem man auch auf sie die erste Überlagerung anwendet, 
so erhält man außer von der zweiten, aueh von der ersten Überlagerung an den Löchern 
tandspannungen. Durch eine dritte Überlagerung, die ähnlich wie die erste durchgeführt 
vırd, erhält man die Lochränder wieder spannungsfrei, dagegen am Außenrande wieder 
Spannungen. Eine vierte Überlagerung ähnlich der zweiten beseitigt diese wiederum, erzeugt 
loch Spannungen an den Lochrändern. Dieses wechselweise Überlagern von Spannungs- 
Ständen stellt eine sukzessive Approximation dar, d. h. die Randspannungen werden immer 
ner, denn sind die Randspannungen wie hier im Gleichgewicht, so lauten die Michellschen 
Saheibei oichungen für Radial- und Schubspannung auf dieses Problem spezialisiert 
Scheihe:ı a) für die Vollscheibe 
r Winkel 
alkraft au, x 
zt. 0, 2b, +2b,rcos I + Ri ni n)a„r" "Hin +2 n’)b,r"|eosn ©, 
n 2 
ndes R 
JeNZEN x 
eser R r- 2b,rsin )-+ - In(in Da,„r" "+nin + NV)b,r"|sinn ©, 
nen ZV ns 
dure! 
urch h ',J. 1, Miehell: Proe. London M. Soc. 31 (1899). 
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bj für die unendlich auszeedehnte Scheibe mit zentrischem Loch: 


I 
-) Y 
dl u CC, ö PN 
6 cos (4) + \ vl n)a,r"" "— (In —2+n?) hp. r"|cosn 9. 
l r dam 
„ 
J 
I’ Aa. , , . 
7 ‚sın 9 I n(l+n)a,r7"? nn )Ppur""]sinn ©. 
& SZ 


7 


Die Gleichungen offenbaren das Abnehmen der Spannungen vom Rande weg, 
stärker ist, je höher die Harmonische ist. Daß das erste Glied von o 
nahıne macht und ım Falle b) nur mit r 
Harmonische, d.h. 


das un 
‚im Falle a) eine 
abnimmt, spielt keine Rolle, da für die nı 
für konstante Belastung des Innenrandes und für unbelasteten Außen: 
der Spannungszustand dureh Inversion exakt ermittelt werden kann. 


Daß das Verfahren tatsächlich gut konvergiert, zeieen das in Abb. I dargestellte Ergehnis 
der numerischen Bereehnung der dort abzebildeten Scheibe mit zwei 


Löchern, welches ein: 
maximale Spannungserhöhung von 150° ergibt, und die geringen Werte der übriggebliebenen 
kandspannungen ın Abb. 2 


>.  Dabeı wurde bei der dritten Überlagerung nur das erste Glied 
von 5, berücksichtigt. Auch bei vielen Löchern darf man gute Konvergenz erwarten, da di: 
niedrigste Periode der ersten Harmonischen von den am Außenrand überlagerten Spannungen 


um so kleiner ist, Je mehr Löcher vorhanden sind, und die Spannungen nehmen infolgedesse 
vom Rande wer um so stärker ab. 


ls seı bemerkt. daß man sich bei diametral gezenüberliegenden Löchern, also auch bei 
dem «durehgereehneten Beispiel den Kreisschnitt „b* ersparen kann: Man erfüllt die Gleielı 
vewiechtsbedingunge nicht am Rande „b* dureh die Einzelkraft, sondern am unendlich fernen. 
zum Loch konzentrischen Rand dureh beliebig verteilte Randspannungen. 


Handelt es sich um eine Scheibe schwach veränderlicher Dicke, so überlagert man aı 
den Lochrändern ebenfalls die Sehnittspannungen der entsprechenden Vollscheibe an ent 
gegengesetzter Richtung und ermittelt den Spannungsverlauf vorerst für konstante Dicke h | 
Die erhaltenen Spannungen rechnet man auf die tatsächliche Scheibendieke um und erhält 
damit den Spannungsverlauf in der Scheibe veränderlieher Dicke. GH 


Freie und erzwungene Schwingungen elastischer Systeme. 
Von E. Sörensen in Dresden. 


Die Differentialeleichung des schwingenden Stabes läßt sich 


in der folgenden Form 
schreiben: 


dl’ d’y 


B (ir): ir) ‚\E I(&) ar 
z | 2° 


dx’ 
(Die Bedeutune der einzelnen Größen ist weiter unten angegeben.) Diese Gleichung ıs! 
analvtisch in geschlossener Form nieht mehr lösbar, wenn die Funktionen B(a#) und EI 
willkürlich gereben sind, wie es bei technischen Konstruktionen fast immer der Fall ist. Di 
obige Gleichung gilt nur, wenn an den Elementen des schwingenden Systems keine äubere 
Kräfte (Eirenzewieht, Fliehkräfte) angreifen. Dürfen die äußeren Kräfte nieht mehr vernach- 
lässiet werden, dann wird die Differentialgleiehung viel verwiekelter und läßt eine Lösung ın 
geschlossener Form überhaupt nieht mehr zu. Die Untersuchung derartiger Schwingung» 
voreänge ist nur mit Näherungsverfahren möglıch. 


Kin Beispiel für derartige Systeme ist die Schwingung der in Abb. 1 dargestellten 
Gruppe von Turbinenschaufeln in Umfangsriehtung unter dem Einfluß der Fliehkraft. Ab. 


zeigt eine Einzelsehaufel aus dieser Gruppe mit den daran anerelfenden Kräften. Es bedeute! 


» Drehzahl der Turbine ; = Schwingungszahl 
’’ = Beschleunizungskraft Z = Fliehkraft 
I} = belastungsfunktion (Schaufelmasse) \ - Biegunesmoment 


Ouerkraft F = Klastizitätsmodul 


\ 
F  Schaufelquerschnitt /  Trägheitsmoment 
y größter Sechwingungsausschlag !  Schaufellänge 


wu L,änzenkoordinaten 
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Die Schaufeln stehen radial auf dem 'Turbinenläufer mit dem Radıus r, und sind hier fest 
vespannt. An den Stellen 1 und 2 ist je eine Schaufelgruppe durch eine elastische 
une zusammengefaßt. Die in der Mittellage kreisförmige Bindung verformt sich zu einer 
»llenlinie. wenn die Schaufeln aus der radialen Lage herausschwingen. Sie übt dann auf 

Schaufeln die rückbiegenden Momente M, und M, aus, die man berechnen kann. Gleich- 
‘ir entstehen durch die Bindungsmasse die Beschleunigungskräfte B, y, und B, 9y,. Schaufel- 


stune und Moment sind also unstetige Funktionen von x oder «. Wir machen die ver- 
‘chende Annahme, daß die elastischen Linien sämtlicher Schaufeln kongruent sind. 












































L \ 
L\ 
1 \ 
2 
—_— 
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US Zi Als u ng — u nn 
Z 
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Abb. 1. Abb. 2. 


Das beschriebene elastische System kann erzwungene Schwingungen ausführen, wenn 
an am äußeren Ende der Schaufeln eine harmonische Kraft von beliebiger Frequenz 4 oder 


in Moment oder beides gleichzeitig angreifen läßt. Die elastische Linie der Schaufeln 
lie Sehwinzeungsform ist in diesen drei Fällen verschieden. Die Differentialgleichunge der 


Selhıwinzeung ist von der vierten Ordnung: deshalb wird die Schwingungsform dureh vier 
Randbedingungen festgelegt, nämlich den Schwingungsausschlag , die Neigung „', das Diege- 
moment oder y’ und die Querkraft oder y”’. Kennt man für eine beliebige Schwingungszahl 
(diese vier Größen an einem Schaufelende, dann kann man schrittweise die gesamte Schwingungs- 
(orm bestimmen, Die hierfür wichtigen Formeln ergeben sich wie folgt: 


I l 
Mi) (Am?) \ Fiulyiu)iu -a)du > \ Fir, tw |lyte) yield 


‘ “ “ 


„H x [2 x 


B,y, (u, —x)+B,9, (u, — x) — M, —M,, 


7 I 1, gr ii A 
I „run lu .- Ze) ly I Fin left +4) l.r Dr TE) Il. 


I. , x? FR [.r? 
EI) (a) Aa 4 Mi - 1" - V(x2)—-+Zla)y (&) 


Kennt man an der Stelle x sämtliche Größen, dann kann man mit diesen Formeln die 
entsprechenden Werte an der Stelle #-+ 4A: berechnen. F,,, m und y,„ sind dabei Mittel- 
verte ım Bereich As. 


Von größter Bedeutung ist nun die freie Sehwingung, bei der sowohl die Zwangskraft 
s auch das Moment am äußeren Schaufelende gleich Null sind. Wir kennen zunächst weder 
ligenschwingungszahl noch das Moment und die Querkraft an der Einspannstelle. Wir 
nen diese drei Größen schätzen und so lange verändern, bis bei immer erneutem Berechnen 
©" Schwingungsform die Eigenschwingung gefunden wird. Das bedeutet aber ein Tasten 
ter ©" Wertegruppen. Die Homogenität der Difterentialgleichung erlaubt es uns aber, die 
schätzenden Wertegruppen auf ©? zu vermindern, indem wir neben / nur noch das Ver- 
inıs M (0): V (0) schätzen. 


Aber wir können noch einen Schritt weitergehen, indem wir die Überlagerungsmöglich- 
der Schwingungen zu Hilfe nehmen. Es gilt für jedes beliebige 4: 


y(D)=hk,„ Mel), oder auch v(D = Ak,V il), 


“ alleemein 


yD—knMM+kYM. 
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Für eine angenommene Schwingungszahl bereehnen wir zweimal die Schwingungsli 
mit verschiedenen Anfangswerten M(0):V (0). Dann erhalten wir: 


„,„D=k„MD)+k,V(, y, D)=knM,)+k,V,(). 


Daraus können wir Ak, und k, berechnen und ferner für V(l)=0 das Moment M,(D, für : 


y()=1 wird. 


IM 


yD=1=kuM,(). 


0 

Wenn wir M,(l) über 4 auftragen, dann stellt jede Nullstelle der Funktion M, (D) = / 
eine Eigenschwingung des Systems dar. Wir haben damit die möglichen Wertegruppen 
> vermindert. Eın derartiges Verfahren läßt sich aber mit zulässigem Zeitaufwand dur: 
führen. 


Das beschriebene Verfahren kann auch bei der Untersuchung von anderen elastischen 
Systemen angewandt werden. Genannt seien hier die mehrfach gelagerten Wellen, gewis-« 
Brücken- und Fundamentkonstruktionen und die Turbinenscheiben. Es kann natürlich nieht 
gesagt werden, ob die beschriebene Rechnung dort gegenüber den bekannten Verfahren prak- 


tische Vorteile bietet. 35 


Zum Übergang von Unterschall- in Überschallströmungen. 


Von W, Tollmien ın Göttingen. 


(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 


Die Strömune adiabatisch zusammendrückbarer Gase bleibt wirbelfrei, wenn die Wirkung 
der Zähiekeit vernachlässigt werden kann. Die Geschwindigkeitskomponenten können in 
diesem Falle aus einem Potential abgeleitet werden. Kompressible Potentialströmungen sind 
daher oft untersucht worden. Brauchbare Rechenverfahren liegen vor, wenn die Schall- 
eesehwindiekeit im Strömungsgebiet entweder überall größer oder überall kleiner als di 


Strömungseeschwindiekeit ist. 


Große Schwieriekeiten erzeben sieh aber, wenn die Schallgeschwindiekeit von der 
Strömungsgeschwindigkeit durchsehritten wird. Die partielle niehtlineare Differentialgleichung 
für das Strömungspotential ändert nämlich ihren Typus beim Übergang von der Unterschall- 
in eine Überschallströmune. Im Unterschallgebiet ist die Differentialgleiehune elliptisch, 
im Überschallgebiet hyperbolisch. Außerdem liegt die Grenze zwischen beiden Gebieten 
nieht etwa von vornherein fest, sondern muß bei der Lösung der Differentialeleichung selbst 
erst mitbestimmt werden. 


Daher existieren sehr wenig Beispiele von Strömungen mit einem Durchgang durel die 
Schallgesehwindigkeit.  Näherungsweise durchgereehnet wurden bisher nur Strömungen 
dureh Lavaldüsen. 


ls besteht daher ein dringendes Bedürfnis nach exakten Lösungen des Potentialproblenis 
kompressibler Strömungen in der Nähe der Schallgesebwindigkeit. Der Konstruktion stationäre! 
umd ebener Strömungen dieser Art wird folgender Plan zugrunde gelegt. Es wird eın 
krummliniges orthogonales Koordinatensystem in der Ebene eingeführt und die Strömungs- 
geschwindigkeit in Komponenten nach den neuen Koordinatenlinien zerlegt. Dann sollen 
diese Geschwindigkeitskomponenten auf einer Schar von Koordinatenlinien konstant sei 
Kın ähnliches Verfahren wurde von G. Hamel zur Konstruktion von Strömungen eine! 
zähen, inkompressiblen Flüssigkeit mit großem Erfolg benutzt. Die erste Frage ist, wele 
kurvenscharen als Träger konstanter Tangential- und Normalgeschwindigkeit möglich sin 
Is ergeben sieh genau zwei Klassen von Kurvenscharen. Erstens erhält man logarıthmıse! 
Spiralen mit den beiden Grenzfällen des radialen Strahlenbüschels und der konzentrisch: 
kreissehar. Für die Grenzfälle war die ausgesprochene Eigenschaft schon bekannt, worauf! 
sie für die logarithmischen Spiralen im vergangenen Jahre von L. Prandtl vermutet wur: 
Zweitens erhält man beliebige Geradenscharen, die natürlich nur in einem KEbenensti: 
brauchbar sınd, das sie einfach überdecken. 


Im zweiten Teil der Arbeit werden Strömungen der angegebenen Art im Koordinatenn: 
der logarıthmischen Spiralen wirklich berechnet. Dadurch lassen sich u. a. Strömungen du! 
vekrümmte Kanäle darstellen. 6 
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‘schritte in der Strömungsuntersuchung mit dem Ultramikroskop'). 
Von @. Vogelpohl VDI in Berlin. 
‚us dem Institut für Technische Strömungsforschung an der Technischen Hochschule Berlin). 


Dieses von Fage und Townend angegebene Verfahren?) wurde im Institut für Strö- 

forschung an der Technischen Hochschule Berlin weiter ausgebaut. Es gelang, die 

bahnen photographisch aufzunehmen dadurch, daß auf eine Vergrößerung des Bildes 

:r Aufnahme verzichtet wurde. Wird der Liehtstrahl der beleuchtenden Bogenlampe 

periodisch unterbrochen, so erhält man auf der Platte scharf begrenzte Striche, die 

‚schwindigkeitsverteilung auszumessen gestatten, ohne daß ein die Strömung störendes 
\\ instrument eingeführt zu werden braucht. 


)ie laminare Rohreinlaufströmung wurde eingehender untersucht, wobei auch im unter- 
‘sehen Gebiet Schwingungen der abgeflachten Profile vor der noch nicht ausgebildeten 
seuilleschen Parabel festgestellt wurden. Durch ein zeitlich mittelndes Meßinstrument 

<taurohr) lassen sich diese Schwankungen nicht feststellen. Die Ergebnisse stellen einen 
Beitrag zur Turbulenzentstehung im Kreisrohr dar, insofern, daß die axiale Komponente der 
<chwineungen sich auf diese Weise feststellen läßt, sie ergänzen daher die von Naumann 
mittels Farbfäden beobachteten radialen Komponenten’). 


Hydrodynamische L.agertheorie und halbflüssige Reibung. 
Von @G. Vogelpohl VDI ın Berlin. 
\us «lem Institut für Technische Strömungsforschung an der Technischen Hochschule Berlin). 


In den bisherigen Arbeiten der hydrodynamischen Theorie trat als einzige das Schmier- 
ittel kennzeichnende physikalische Größe die Zähigkeit auf. Der einfachen Rechnung wegen 
wurde diese meist konstant gesetzt und damit die Berücksichtigung der Erwärmung des Öls 
dureh innere Reibung ausgeschaltet. Wird diese mit berücksichtigt, so kennzeichnen das Öl 
außerdem: die Veränderliehkeit der Zähigkeit mit der Temperatur, das Raumgewicht, die 
spezifische Wärme und die Wärmeleitzahl, ebenfalls als Funktionen der "Temperatur. 


Unter der Voraussetzung, daß die gesamte entwickelte Wärme zur Temperaturerhöhung 
der Sehmiersehieht dient, also bei Vernachlässigung der Wärmeabgabe an das Metall, läßt 
sieh die Reehnung für den ebenen Schmierkeil elementar durchführen. Dabei ist die Ab- 
hängiekeit der Zähigkeit 7» von der Temperatur 9 in Gestalt eines Exponentialgesetzes 
ı ı) angenommen, was für den in Betracht kommenden Temperaturbereich mit 
senügender Genauigkeit stets möglich ist. Die Rechnung zeigt, daß bei gleichbleibender geo- 
netrischer Gestalt der Schmierschieht für verschiedene Öle mit nahezu derselben relativen 
Iemperaturänderung doch stark voneinander abweichende Zähigkeits- und Druckverteilungen 
und demmach verschiedene 'Tragfähırkeiten zu erwarten sind. 


07 — 9 


Diese Ergebnisse können zur Klärung der Erscheinung beitragen, daß bei gemischter 
Reibung Ole „gleicher Zähigkeit* verschiedene Reibungsbeiwerte ergeben, was zur Einführung 
neuer Begriffe, wie Schmierwert oder Schmierfähigkeit usw. geführt hat. Bei der halbflüssigen 
Neibung wird im eingelaufenen Zustand der Lagerlast teils durch hydrodynamische Drücke 
ıı der Schmierschieht mit Reibungsbeiwerten 10,001 bis 0,005, teils durch- fast metallische 
berührung unter Zwischenschaltung diskreter Molekülschiehten (Grenzsehmierung) mit «- 
\orten von 0,1 bis 0,3 das Gleichgewicht gehalten. Die Rauhigkeit der Oberflächen auch 
(einsten technischen Bearbeitungsmethoden bedingt, daß diese beiden Zustände neben- 
ler bestehen, ein allmählicher Übergang zwischen beiden ist nieht zu erwarten. Die der 
\zschmierung unterworfenen Stellen bestimmen die Lage des Zapfens in der Schale, so 
(ie Gestalt des hydrodynamischen Schmierfilms dadurch gegeben ist. Unter diesen Um- 
en werden bei Anwendung verschiedener Öle sich voneinander abweichende Druck- 

eklungen ergeben, und der Anteil der Flüssigkeitsdrücke an der Aufnahme der Lager- 
"auch verschieden ausfallen. Die Differenz muß bei gegebenem P unter Grenzschmierung 
ı hohen Reibungsbeiwerten aufgenommen werden. Damit ergibt sich zwanglos eine 
ung für die abweichende Schmierfähigkeit von Ölen. 
Die ausführliche Veröffentlichung dieser Arbeit erscheint demnächst in Forschg. Ing. Wes. Bd. 8 (1937). 


‚\. Fage und H. ©. H. Townend: Proe. Roy. Soe. London (A), Bd. 135 (1932), S. 656. 
\. Naumann: Forschg. Ing. Wes. Bd. 2 (1931), S. 8. 
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Kine Nachprüfung dieser Überlegungen an bereits vorliegenden Versuchsergebnisse 
nur ın sehr begrenztem Umfange möglich, da für die bisher bei Versuchen verwandte: 
die Angabe des Raumgewiehts y, der spezifischen Wärme e und der Wärmeleitzahl 4 f: 
Die Ereebnisse von Voitländer mit der Thoma schen Ölprüfmaschine ') können Je: 
unter Verwendung empirischer Formeln zur näherungsweisen Bestimmung der spezis 
Wärme aus dem angegebenen Raumgewieht zum Vergleich herangezogen werden. Man ı 
das überraschende Ergebnis: Die Größe 


plye liefert ein gleiches Maß für 
Schmierfähigkeit wie die Messungen auf der Olprüfmaschine von Thon 


Streifen mit Einzellast. 
Von €, Weber in Dresden. 


Die Spannungen einer zweidimensionalen Scheibe sind dureh die Airysche Spann: 
nungsfunktion F gegeben. Durch zweimalige Differentiation nach = erhält man die Spannung 
öy 9, 99,19, und g, Potentialfunktionen), deren Kenntnis im wesentlichen genügt, um hier- 
aus die Spannungsfunktion wieder zu gewinnen. Bei dem im weiteren behandelten Spannungs. 
probleme beschränke ich mich auf die Angabe der Spannungen o,, 


Bei «der Halbebene 4>0, die dureh eine Druckkraft P im Koordinatenanfangspunkt 
belastet ıst, erhält man: 


2 , (er, y) RAR | 
Ö, DAYS, } P e } . j } . . . ® I 
/ 7 | / . € Pi Y | 
Y ! 
mit g (a, oy) _ I Ve 
x + y erıy 


Für eine Reihe periodisch angreifender Druck- und Zugkräfte im Abstand zT läßt sich di. 
Belastune schreiben: 


EP " nx r 

I’ Oy.y—W\ COS ve ae E di ae Vie (+) 
Mr HA, 
„ I, 0,0%. 


Die Spannungen o, werden: 


I Aa» 
= ‘)J) . 
Oy = | / (.ı DA „ N y (4 
») v 
’ Ye m. = 
mit Dir, N) N \ e "uleos N ) 
7 2, 
(eht l>x ‚So geht > 
-) v : 
ve 1.8 ! 
\ E "ul eos >4 (ı) NN = 5 : r ä . ; } ; . : bh 
I EZ | H | ı 
N 1.9 


Ditferenziert man »-mal nach 7, so erhält man: 


») v l | 1} 
a „ nr Al 
Du DE ET TEL IN 
| | | (et iyprl 


Geht man von der Halbebene y< 0 aus, so erhält man den Übergang 


-) v } > l 

& „ nr | ı)' 
\ | en ul eos u ‘7 r u R ! N : ' 

| | | (et) 

N 1,3 


ıı R. Voitländer: Mittlg. des hydr. Inst. der TH. München, Heft 3. München und Berlin 1929, S. 14. 


:) Weitere Einzelheiten brinet das VDI Forschungsheft 383. 
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lie Beerenzung und der Angri'Ispunkt um „= mh höher, so erhält man: 


. | 
a n \’ N. ı)' 
\ L ezn(y mh)ll eos BT 7 me ] + v'M s Er : s (IS). 
I I (e + ilyo mh)) 





ee —— 


Index bei p gibt an, daß (y— mh) an Stelle von y in die Übergänge (7a) und (7b) zu 
n Ist. 

\ıın werde der Streifen untersucht, eine zweidimensionale Scheibe, die dureh die 
den y = + h begrenzt Ist. 

Bringen wir am Oberrande periodisch im Abstande zT Druck- und Zugkräfte P an, so 
sich die Belastung wieder nach Gl. (3) schreiben. 

\lan erhält in bekannter Weise 


pP ao» aa», 
Ip, (y—h) \ D, (y—+h) \ | ) 
| o7] y) 
en(y h)llLe n(y-+h) | | | | 
|. e2rhil nh nhh ' (10) 
L le tn dl | pP anhil) | (e Indhııl t- | P 2nhil 
| I 
dl 
p n(y hy)! en 4 h ) Il | | 
b (il). 
‚p?nhil ı 
| € | | pP tn hl | r e— ?nhil | | p tnhll | | T E >uhll 


Die Brüche ın den eckigen Klammern von (10) und (11) werden dureh die Reihenentwieklungen 
ersetzt: 

ul Inh\” 
P 2nhil \- le tn hit % E l sa (12). 


| be Inh nd 
id, 


n hi / 
v nhil 3 »— 2nh 
| | | , ) | 


"ührt man diese Reihen in (10) und (11) und P, und P, in (9) ein, so erhält man die Lösung 
von 9, so umgeformt, daß man die Umwandlungen (S) vornehmen kann. Man kommt somit 
‚ur Lösung des Streifens mit einer Einzelkraft: 


A 





lt + 
(al osßan +... 
hy al Ne”, | eo | Ar | 
am...) er -5)e® (5) RE (13). 
AA) y Dron (o)o®, | 5) r 3). > | 
ame |. A, (3)e® | (2)! ka 
Al) (y 4m Er, 2) (3)o% . | En 


Summe ın der ersten eckigen Klammer der ersten Zeile der Gl. (13) läßt sich dureh eine 
‚tion ersetzen: 
ll ui = ih 


( En u 8 a n N . N 
/ P_ Iı 79; Tarletiy Man 


(14). 


7 sınaly -k)'ıh 
Shkof’aulih cos’ ay—h)iih 
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Die eekire Klammer der zweiten Zeile läßt sich dureh Ableituneen von P nach h und »; 
drücken und so fort. Man erhält: 


ö 1 Ö | h | | 0 Q r 
I, | | J «D : | { An BR / | Pe J 
Oy | „ ’) N y [' yrın '3 y (£ h N „) / 
h | oO 1/0 Ö 0 Ö 
-— 11 J 3 db 
2!| J ) Ö m Oh oO v\oh © zu, 
h N | N N N\ \ ( ) 





( ( ( ( ( ( j 
N | > 2 de «ıd 
3! 1 wrm; Ian an) Oh on u. [ 





Nimmt man in Gl. (13) nur die Funktionen g y der ersten Zeile, so erhält man die Halbe!) 


mit Einzellast oder den Streifen, auf dessen Oberrande eine einzelne Druckkraft und ; 
dessen Unterrande sowohl Normal- als auch Schubbelastungen wirken. Nimmt man in G]. (12 
sowohl q als auch y ” in beiden eckigen Klammern der ersten Zeile, so erhält man einen 
u. ’ ’ P w7 

Streifen, auf dessen Oberrand eine Druckkraft P_ und die Belastung p, 7 x (dp und 
P A4h((2h)’— x?) 
rn ((@h)?+ 2) 
Nimmt man für o, die ganze erste Zeile der Gl. (15), so erhält man einen Streifen mit 
pP 


N 


auf dessen Unterrand die Belastung pP, wirkt (Abb. 1). 


der Druckkraft P auf dem Oberrande und der Belastung auf dem Unterrande p, 


| 
Eof? (a .r/4 h) 


y 


(Abb. 2). 



































Abh. ]. Abb. 2. Abb. 3. 


Dieses ist die einzige Lösung folgenden Problems: Der Oberrand des Streifens sei dureh 
eine Einzelkraft belastet, der Unterrand dureh eine verteilte Belastung, für große Werte von 


x verschwinde die Spannung o,: gesucht die Spannung o, von der Form 
Ä \ 
Gy | P—-(y- h) 


> 
‚T ; Q 


„® 


Die zweite Zeile der Gl. (13) gibt den Spannungszustand, hervorgerufen dureh eine Zug 


P’ 
belastung am Unterrande, welche die vorherige Belastung gerade aufhebt, also p, 
| 2 r 4 .. . . 
een und einer Zugbelastung am Oberrande, die noch stärker verteilt ist: 
bol’(taith) 
Ey Koi e’hh * m 2% 
I,  - . . Ik 
I Ih Smash \an Ian 
(Abb. 3). Dieses geht so weiter: jede folgende Zeile der Lösung (13) hebt auf einem 
Streifenränder die vorhergehende Belastung auf und ruft auf dem anderen Rande eine 
m & 
lachere Belastung hervor. Dabei wird jeweils  \po,u:d| gleich | P 
F- 
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Man kann bei der Untersuchung sich mit den nächstgelegenen Singularitäten begnügen, 
innuneen und Randbelastungen bestimmen und den nieht gewünschten Belastunesanteil 
h F. Seewald') durch ein anderes Verfahren beseitigen, bei dem man von den Be- 


tunzen p, und Pu und deren Ableitungen ausgeht. 


Auch für das rotationssymmetrische Problem, also für die Platte mit Einzelkraft gılt 
'13)?): o, ist dann die Spannung in Riehtung der Achse, die Platte wird begrenzt durch die 
(1) » ww. lfumkti t a | y mh 
nen y= + hund für g,, ist die Potentialfunktion zu setzen: q,, 5 (" L(y_ m h))aR 
N) ..: 1) rn Me 
ihrend für q Z wie vorher die »-te Ableitung nach y von y,, zu nehmen ist. Begnügt 


a { 2. 
ın sieh mit den Gliedern 9 und q m so erhält man die Platte mit der Druckkraft P, deı 
P 2h 


( L1GHA3R und der zusätzlichen unteren Belastung 
 (r? + 16h?) 12 


sätzliehen oberen Belastung p, 


P 3h(12Hh? y*) 
7 (+4)? 645 


Theorie der aktiven Schlingertanks. 
Von Georg Weinblum ın Berlin. 


Die „klassische“ Theorie der Schiffssehwingungen, die von Kryloff zum Abschluß ge- 
hracht worden ist, beschreibt die Schlingerbewegungen durch eine Differentialgeleichung, ın 
der die übrigen Bewegungsarten nicht vorkommen; sie gibt die Mögliehkeit, die erregenden 
\uftriebsmomente für beliebige Wellenlängen und Kurswinkel (Winkel zwischen Fortschritts- 
richtung des Schiffes und der Welle) ohne Mühe zu berechnen, wenn die Schiffsoberfläche 
(durch Polynome dargestellt wird. Infolge der Linearisierung der Gleichung sind zwei Er- 
seheinuneen nieht erfaßt worden: das Auftreten von Scehlingern beim gleichzeitigen Gieren 
und Stampfen und das Entstehen von krängenden Momenten wegen der Zentrifugalkräfte, die 
lurch eine etwa sinusförmige Horizontalprojektion der Schiffsschwerpunktbahn im Seegang 
bedingt ist. Diese Effekte sowie die Unregelmäßigkeit des Seegangs sind zu berücksichtigen, 
wenn man zu einer befriedigenden Berechnung der Schlingertanks gelangen will, insbesondere 
müssen wegen der Veränderliehkeit der erregenden Momente die Einschwingvorgeänge und «dıe 
Dämpfung der Eigenschwingungen betrachtet werden. Trotz mancher formaler Fortschritte 
hat die Theorie der Frahmschen Schlingertanks I Art hinsichtlich ihres physikalischen 
(sehalts seit der erundleeenden Abhandlung von F. Horn (Jahrb. Schitfb.-Ges. Bd. 12 (1911) 
sich nur wenig entwickelt (G. Bauer): die Auswirkung auf die Praxis ist schon aus dem 
(runde sehr beschränkt geblieben, weil erst E. Hahnkamm Aufgaben eingehender quantıtatı\ 
durchzearbeitet hat. 


Obgleich die im passiven Frahmschen Tank ruhenden Möglichkeiten noch keineswegs 
erschöpft sind, erscheint es erwünscht, die Leistungsfähigkeit der Vorrichtung zu steigern, 
indem man auf das Tankwasser zusätzliche gesteuerte Kräfte (z. B. mit Druckkraft) ausübt. 
sin solches, Aktivierung genanntes Verfahren ist von der Firma Siemens entwickelt worden. 


Man erhält ein brauchbares mechanisches Modell der Vorgänge, wenn man die Differential- 
Jleiehungen für den passiven Tank durch das auf der rechten Seite der Gl. (2) stehende 
Glied erweitert, das die zusätzliche Wirkung auf das Tankwasser berücksichtigt: 


p+-o.g nn yemsinat. rel te (h), 
.. n "1 7 . ‘ ’ . 
v+2wy+to’yw-—-o)=m (tl) . . el he: Armee, Dee 


‚oordinaten nach Frahm-Horn, o, und 
209 Fb? h we i 1 „Su L rn 
Po mtl „ Frägheitsmoment des Schiffes, F-Tankoberfläche, 5 Abstand der Tank- 
A ; 


‚ Eigenfrequenzen des unstabilisierten Schiffes, 


te von der Mittschiffsebene). Das reduzierte Antriebsmoment kann in Abhängigkeit vom 


) IF. Seewald: „Die Spannungen und Formänderungen von Balken mit reehteekigem Querschnitt.“ Abhandlungen 
m Aerodynamischen Institut an der T. H. Aachen, 1927, Heft 7, S. 19. 


is 


Vergl. ©. Weber: „Achsensymmetrische Deformation von Umdrehungskörpern.* ZAMM 1085, S. 167. 
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errerenden Moment m’ (#) m sinmt(3) oder von dem Schlingerwinkel bzw. dessen 
leitunzeen zesteuert werden 


m’ (dt n.,y (&, n„"(d=m,o (5), mn (d)=m',dg 
Die Reaktion von m’ (FH) sei in m der Gl. (1) enthalten oder zunächst vernachlässigt: es ber: 
keine Schwierigkeiten sowohl sie wie die Eigendämpfung des Schiffes zu berücksichti: 
Die Diskussion der Amplitudenverzerrung des Schlingerwinkels 9 (erregende Schwingung 
rerelmäßieen Seerane) führt zu foleenden Erzebnissen: 


I. Bei der Steuerung nach (3) bleiben die Unendliehkeitsstellen (ungedämpfter T: 
>20" 0) dieselben wie beim passiven Tank, die Nullstelle von g verschiebt sich jedoch je n 
Größe und Vorzeichen von nt. 


2. Bei der Steuerung nach (4) und (6) bleibt die Nullstelle dieselbe wie beim passi 


Tank. dazeren verschieben sich die Unendliehkeitsstellen derart. daß der für die Stabilisier: 
eünstige Bereich der Frequenzverhältnisse größer wird. 


>. Die Dämpfung des Tankwassers vernichtet auch beim aktiven Tank den Idealzustanı 
7-0: sie beseitigt aber die Stellen sekundärer Resonanz und läßt die Eigenschwingungen 
abklineen. Anschaulich kann man einen entscheidenden Vorzug der Aktivierung so aus 
spreehen: trotz stärkerer Dämpfung, mit der die genannten Vorzüge verbunden sind, läßt sieh 
eine größere Menge Ballastwasser zur Bekämpfung der erregenden Momente fördern. 


Das Studium des Einschwingevorgeanges geschieht in der üblichen Weise, indem im 
alleemeinen Integral der Bewegungsgleichung die Konstanten aus angenommenen Anfangs 
bedinzuneen bestimmt werden, wobei man in erster Näherung für die Berechnung _ (der 
Dämpfungen und Frequenzen den Gedankengängen von Föpp!| folgt (Techn. Mech. Bd. 6). 


(N 


Betrachtung zur räumlichen Tragflügelströmung. 
Von F. Weinig, VDI. 


Deutsche Versuchsanstalt für Luftfahrt. E. V.. Berlin-Adlershof.) 


Bei der theoretischen Behandlung der Tragflügelströmung wird allgemein eine so kleine 
Belastung des Tragflügels zugrunde gelegt, daß die hinter dem Tragflügel zurückbleibende 
Wirbelfläche als mit der Spur des Tragflügels zusammenfallend angesehen werden darf. An 
dieser Grundlage wird ım folgenden nichts geändert Die durch die Wirbellläche weit hinter 
dem Tragtlügel bedineten und der Fluggeschwindiekeit zu überlagernden Zusatzgeschwindig- 
keiten stehen senkrecht zur Fluggesehwindigkeit. In der Querebene senkrecht zur Flug 
geschwindigkeit, welche den Tragflügel in der Tragflügelquerachse schneidet, sind die Kom- 
ponenten der Zusatzgeschwindigkeit senkrecht zur Flugzeschwindigkeit halb so groß wie dı 
/usatzgesehwindigkeit weit dahinter. Weit vor dem Tragflügel verschwindet die Zusatz 
veschwindigekeit. 


Denkt man sich also über den Stromlinien der Zusatzströmune weit hinter dem Trag 
Nügel Zylinder errichtet, so sind die Zylinder mit großer Annäherung Strömungsflächen 


gg 


Bezeichnet » die Normale zu diesen Zylindern, so müßte überall e, = 0 sein. Weit \ 


oT 
und weit hinter dem Tragflügel und in der genannten (uerebene ist dies genau der Fa! 
\ber aueh dazwischen sind größere Abweichungen nieht zu erwarten. 


Alle Stromlinien verlaufen also mit großer Annäherung auf solchen Zylindern, ind 
sie zunächst der Fluggeschwindigkeit parallel verlaufen. im Bereich des Tragflügels a! 
umlenken, um hinter dem Tragftlügel entsprechend der Zirkulation diese Zylinder zu umlau! 


Wir wollen nun die Strömung zwischen zwei solehen benachbarten Zylindern betracht 
wobei wir uns diese Zylinder, da reibungsfreie Strömung vorausgesetzt wird, erstarrt den! 
dürfen. Wir haben es dann mit einer Ähnliehen Strömung zu tun, wie sie etwa bei 
Berechnung eines axialen Turbinenleitapparates zugrunde zu legen und mit Hilfe der The 
der Gitterströmung zu hehandeln ist. Allerdings ist die „Leitschaufel*-Zahl nur eins und 
Ringspalt hat keine konstante Breite. 
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Mn W;]] man diese Strömung wie eine zweidimensionale Strömung behandeln, so muß man 
Ringspaltquersehnitt auf einen konzentrischen Kreisring vom Umfange «a oder auf ein 

eines Parallelstreifens von der Breite dy des Tragflügelelementes und der Länge a 

‚len. Diese Abbildung wollen wir so vornehmen, daß der im Spalt enthaltenen Menge 

or Flureeschwindiekeit », die gleiche kinetische Energie durch das Traeflüzelelement 


i 











eyı 'üıhrt wird. 
htis Man sieht leieht ein, daß diese Abbildung konform ist. Das Tragflürelelement beeinflußt 
jo . . * rg. .. » . \ .. ® « . 
en uft genau so wie ein Gitter aus Tragflügelprofilen bei ebener Strömung. Die Staffelung 
' u I’ 
T s Gitters ist $?=0, die Teilung a=, 2 
' en ! 
eo ® u . . . . . rg 
In einem solehen Gitter ist aber bei gleichem wirksamen Anstellwinkel der Auftriebs- 
ort eines Profils kleiner als der eines alleinstehenden Profils, nämlich 
ISs] 
sierung e,=2nksin os statt c, = 2rsinao, 
x | 
-) 
3a nt 
ustand [A Ey statt % | 
rt 9a 
unten 
sd) calls 
(Bt sich Da durch diesen Einfluß e, kleiner wird und damit auch der induzierte Anstellwinkel «;, 
o wird der wirksame Anstellwinkel az =a a; etwas erößer, als sich nach der gebräuch- 
chen Theorie der tragenden Linie ergibt, so daß der Auftrieb des Traeftlügels selbst zwar 
em ım . . - 1 rn 1 
A wenieer wird, aber doch mehr als das #A-fache des nach der gebräuchlichen Theorie zu 
nfangs- | i 
hereehnenden Wertes. 
ne «der 
Bd. 6). Bei der Anwendung auf den Flügel mit elliptischem Grundriß und elliptischer Auf- 
a; triebsverteilung ergibt sich 
HN 
dA % l, 
u 
! äv;t A 
über die Spannweite konstant. Daraus ergibt sich, daß ‚ler unverwundene Flügel von ellip- 
tischem Grundriß auch nach der dargelegten Theorie elliptische Auftriebsverteilung über die 
Spannweite besitzt. 
. Ca .. ) 
Mit «a; 12 erhält man aus e,=?akla a; 
J 
kleine ud F 
eibende 
ırf. An ’ I 2b. at, 
Ca=zen / a, wobei k 2 y,, Au setzen Ist. 
t hinter T L, Un. 7 58 
| I+75 k 
windig- PA 
l Flue- 
e Kom- 
“ 1 0 
wıe dl 
Zusatz- 
n Trag > 
flächen 
Veit \ 
er Fal 
indı 
]s al 
nlaul: 
Abb. 1. 
racht 
den! Unter Benutzung der hiernach errechneten Verminderung des Auftriebs sind die Er- 
bei ı se der üblichen Theorie der tragenden Linie für einen Rechteckflügel umeerechnet 
The: n und in Abb. I mit Versuchsergebnissen vereliehen. Danach erscheint es praktisch 
und 2, die für den elliptischen Flügel elliptischer Auftriebsverteilung zu errechnende Ver- 


"ung auch in anderen Fällen zu verwenden. 639 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Verein Deutscher Ingenieure, Sonderheft 
l.uftfahrt. IV 132 S. mit 315 Abb. und 27 Zah- 
Ientafeln. Berlin 1036. VDI-Verlae. Preis 6 M. 

Is ist zweifellos ein Verdienst des VDI, daß er 
von Zeit zu Zeit in >Sonderheften Ausblicke auf 
wiechtiee Gebiete der modernen Technik darbietet. 
Das hier vorlieeende Heft .Luftfahrt“ bringt 
aber mehr als eine bloße Übersieht über ein heute 
sehon unzeemein auseedehntes Gebiet: der Fach- 
mann findet in «dieser reichhaltiren Zusammenfas 
sun wertvolle Belehrunze über neue und neueste 
Krscheinuneen «der Flieeerei und außerdem Anre- 
cungz in reichem Maße weren der enzen Verquik- 
kung der tlurteehnischen Belanze mit nahezu allen 
iibrieen technischen Fachgebieten. 

as Sonderheft behandelt in Einzelaufsätzen zu- 
nächst «die wissenschaftliche Forschung, weiterhin 
lie Entwieklunge der Sport- und Verkehrsflugzeuge, 
einen Überblick über die Krieesflugzeure und eine 
Darstellunz des henutieen Luftverkehrs mit weiten 
\usblieken für die zukünftiee Entwieklung. Eine 
\rtikelserie ist dem Fluemotorenbau eewidmet, und 
zum Sehluß zibt ein Anhanz ausführliche und wert- 
volle Literaturübersieht über flueteehnische Arbei 
ten. entnommen den Jahrbüchern des VDI. Nach 
dieser summarischen Aufstellunze möse es. um den 
Charakter der Aufsätze zu zeieen. £enüren. nur 
eines der vielen Kapitel etwas eingehender zu be- 
sprechen: 

In der „Forschung leet Herr Kohler ein histo 
risch kritisches Zeugnis ab über den Entwieklungs 
rang der modernen Aerodynamik, er zeigt. wie For- 
schunz und Anwendung «seemeinsam in planvoller 
\rbeit um «die Weiterentwieklune der Luftfahrt be- 
müht sind, wie die Theorie durch die experimen 
telle Forsehune immer wieder korrigiert und zu 
weiteren Fortsehritten angeregt wird. und er zeigt 
vor allem auch die vielfältieen Methoden der ex- 
perimentellen Zweekforschung. 

Dr.-Ine. Winter brinet einen speziellen. aber 
besonders wichtigen Ausschnitt aus dem Forschungs 
programm, nämlich die noch nieht ganz geklärten 
Strömungsvorgänge an Flächen und Klappen für 
kleine Spannweiten (Leitwerke, Steuerruder). Das 
’ropellerproblem. das schon seit ‚Jahrzehnten ein 
so eroßes theoretisches wie praktisches Interesse 
hesitzt. wird «dureh die Aufsätze von Gutsche 
über «den Verstellpropeller und die Besprechung 
ler Hubschrauber rare von Schoppe unter 
manchen neuen Gesichtspunkten behandelt. wäh- 
rend Wieselsberzer einen kurzen Beitrag zur 
eeeenseitigen Beeinflussune von Flürel und Luft 
schraube eibt. Endlieh erfahren wir in zwei Auf- 
sätzen von Direksen und Franeis Näheres 
über Windkanäle von besonderer Größe und über 
Trudeltanks 

Ks ij 


st überraschend, wieviel Material bei knapper 
Darstell 


une in diesen Aufsätzen zebracht wird und 
wie es übersiehtlich geordnet zu einem anschau 
lichen Lehreebäude aufrebaut worden ist. Aber 
inch «die anderen in der Einleitune zenannten Ka 
pitel (des Sonderheftes traeen viel zur „Forschune* 
bei (insbesondere sol] da auf (die Aufsätze (des leider 
‚u früh verstorbenen Martin Scehrenk und von 
’leines hinzeewiesen werden). 

Bei (der raschen Entwieklune der Fluztechnik ist 
u erwarten, daß dies Sonderheft in absehbarer Zeit 
veraltet sein wird. Es steht aber zu hoffen. daß der 
DI aueh dann wieder auf dem Plan sein wird mit 
neuen Heften, aus denen dann im Laufe der Zeit 
ein aufsehlußreiches Zeitdokument über die Ent- 
wieklung eines der anrerendsten und vielseitigsten 
\rbeitseebiete der Teehnik entstehen wird. 


A. Pröll. 


Hannover, 


R. v. MISES, Prof. a. dd. Univ. Istanbul. W 
heinlichkeit, Statistik und W 
heit. Einführung in die neue Wahrscheinlie 
lehre und ihre Anwendung. Scehriften zur w 
schaftlichen Weltauffassune Bd. 3. Zweite. 
bearbeitete Aufl. VIIE + 282 S. Wien 1936. 
J. Springer. Preis br. 16 M. 

Der Zweck dieser Schrift. deren erste Aufla 
Jahre 1928 erschien, ist. möglichst ohne Bent 
der mathematischen Zeichensprache in eine 
dem Nieht-Mathematiker verständlichen Fo 
zeieren, „daß man von einem lorisch geklärteı 
alleemeine Erfahrungserundlagen zestützten \\ 
scheinlichkeitsbegriff ausgehend. durch Betra: 
een. die nach dem gewöhnlichen Sprachgebran: 
statistisch bezeichnet werden. zur Erkenntnis 
Wahrheit in «inem weiten Bereich mense! 
Interessen zelangt“. Das ist dem Verfasser in 
ersten. wie in der neuen Auflage, deren Umfan: 
fast hundert Seiten gewachsen ist. auszezeichn: 
lungen. Überall sind in der neuen Auflage Eı 
zungen eingearbeitet. Vor allem treffen die 
weiteruneen den Abschnitt über die Kritik 


SC 


(rundlaren. in denen sich der Verfasser mit den i 


zwischen erschienenen Arbeiten zur Grundleenn 


der Wahrscheinlichkeitstheorie auseinandersetzt. 


kommt dabei zu dem Ereebnis: „Akzessorisch 


in einem gewissen Maße modifizierbar ist die 


naue Festsetzung (der Eigenschaften. die ein 


lektiv besitzen muß: die Existenz (der Grenzwert 


K, 


Im 


Ko! 


+ 


der relativen Häufiekeit und die Regellosiekeit. D 
Kinwände. die bisher gegen meine Formulierung 


Rerellosiekeitsforderune erhoben wurden. h: 


bisher zu keiner neuen eeführt. die als Ersatz 
sie einzutreten vermae.“ Wesentlich erweitert 


natürlich auch der Abschnitt über die Probleme 


physikalischen Statistik. in dem insbesondere 


seit Erscheinen der ersten Auflaee wichtie zewor 


It 


ıb 


hi 


“ 


i 


dene Statistik der Quantenmechanik berücksichti: 


wird. 


dei 


Die neue Auflaee weist (die eleichen \Vorzüre wi 


die erste auf: Sie behält in zeschiekter Weise 


Charakter von Vorträren bei und soret dabei An 
eeleeentliche Wiederholunsen dafür. daß dem Lese 


die Hauptzedankengänge vertraut werden: 
Darstellune ist klar und gut lesbar: der Inhalt 


alles für das Verständnis Wesentliche und führt 


I 
\ 


INS 


zu den Problemen. die eerade heute von Interess 
sind. Fs kann daher jedem, der sich für Wa 


scheinliehkeitsbetrachtuneen interessiert oder 
sich mit dahinrehenden Fragen beschäftigen 


r 


1 
Yf 


nur dringend empfohlen werden, sieh dureh «hie L.ek 
tiire eerade dieses Buches einen Überbliek übeı 
(rundfraeen der Wahrseheinliehkeitsreehnune un 
über ihre Anwenduneen zu verschaffen. 
Freibere (Sa.\ Fr. A. Willer: 
1ı 


Dr.-Ing. ÖMER LUFTI SALIH, Prüfung 


wiehtiesten Methoden der äußber‘ 


allistik zur Ermittlung der 
schoßbahnen hinsichtlich Gena 
keitund Zeitaufwand. (1. Sonderheft 
Wehrteehnischen Monatshefte.) 44 S. m. 18 Sk 
Berlin 1935. E. S. Mittler. Preis kart. ?M. 
Nach Vereleieh der Resultate. die man 
einieen älteren Methoden zur Behandlung des 
ziellen ballistischen Prohlems erhält. mit den 
Cranz bestimmten Normalbahnen. werden 
neuere Methoden erläutert. nämlich die in ıl 
Zeitschrift XI (1931) von Eberhard angerx: 
das zuerst 1917 von Cranz und R. Roth: 
die Bestimmung der Flurbahn angewandte 2.6) 
rische Verfahren der sukzessiven Approxim 


u 


und das Verfahren von Veithen (1919). der die | 


hahn stiickweise mittels der Formeln von Ru! 
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tta berechnet. Der Verrleiech mit zwei er- 
senen Flugbahnen ergibt. daß man mit dem 
hischen Verfahren die größte Genauigkeit er- 
t. obwohl es den zeringsten Zeitaufwand er- 
ort. Sicher ist das zeicehnerische Verfahren 
ı prinzipiell allen anderen überlegen, da diese 
runesverfahren sind. mit denen nur eine be- 
‚te Genauiekeit zu erreichen ist. Dazu kommt, 
lie zeiehnerische Methode unabhängig von be 
Ieren Voraussetzunzen ist. Man wird sie daher 
anwenden. wenn man nur wenige Schub 
en zu bestimmen hat. Bei häufiger Anwen 
strengt sıe aber die Auzen so stark an, dab 
er Ansicht nach dann ein numerisches Ver- 
n. das eine ausreichende Annäherung zibt. 
dann vorzuziehen ist. wenn es etwas mehr 
erfordert. zumal es von wenieer zeschulten 
‘ten aneewandt werden kann. während für die 
-hiekte Verwendung des zeichnerischen Ver- 
rens doch mehr Übung und ein gewisses Ver- 
tindnis für das zu behandelnde Problem erforder- 
ist. 
"reiberg (Sa.). Fr. A. Willers. 611 


Prof, Dr. W. SCHWINNING VDI. Konstruk 
on und Werkstoff der Geschütz 
rohreund Gewehrläufe. 167 S. m. 117 Abb. 
nl 13 Zahlentafeln. Berlin 1934. VDI-Verlax 

4.m.b.H. Brosch. 15 M. VDI-Mitel. 13.50 M. 


In deutscher Sprache erschien die letzte ausführ- 
iche Darstellunz des hier behandelten Gebietes im 
Jahre 1900. Seitdem stehen einmal. infolge der 
tsehnisehen Fortschritte der Stahlindustrie, Werk- 
stoffe zur Verfügung, die wesentlich stärkeren Be- 
anspruchungen gewachsen sind, andererseits stellt 
man heute auf Grund der Erfahrungen des Welt- 
<rieres neue Anforderungen an die Leistungsfähig 
keit des Geschützes. Eine zeitzemäße, zusammen- 
'assende Darstellunz alles dessen, was sich auf 
ie Konstruktion und die Werkstoffe der Geschütz 
rchre bezieht. wie sie das vorliegende Buch liefert. 
var daher sehr erwünscht. Der Verf., der über 
reiche Erfahrungen. insbesondere auf dem Gebiet 
ler Werkstofffragen. verfügt. bespricht, nachdem 
er ın kurzen einführenden Abschnitten die Ent- 
wieklnnz der Geschützrohre und Gewehrläufe und 
den Aufbau moderner Rohre behandelt hat. zu- 
üchst eingehend Berechnung und Gestaltung der 
(‚eschützrohre. In der zweiten Hälfte des Bänd- 
ens, die einen Abschnitt über das Ausschießen 
on Gewehrläufen und Geschützrohren und einen 
eiteren über die Rohrwerkstoffe und ihr Verhalten 

betriebs- und Gewaltbeanspruchungen enthält. 

nen noch mehr als in der ersten Werkstoff- 
'ragen zur Sprache. 


"reibere (Sa.). Fr. A. Willers. 611 


‘I HAEGER, VDI, staatlich berufener Prüf- 
nieur für Statik, Statik in Bild und 
ichungen. Tafeln zur allgemeinen Berech- 
und Querschnittsbemessung einfacher und un- 
ımter Systeme. VIII +57 S. m. 140 Abb. und 
afeln. Din. A. 4. Berlin 1935. VDI-Verlag. 
seb. 48 M. 

Schrifttum der Baustatik besitzen für den 
eur neben Lehr- und Handbüchern auch 
enbücher Bedeutung. In diese Gruppe gehört 
buch „Statik in Bild und Gleichung“, das sich 
sonderen den Bedürfnissen des „Praktikers“ 
sen will. Es bietet in seinen Hauptabschnitten 
wählte Rechenvorsehriften und Gebrauchs- 
n aus der Theorie der statisch unbestimmten 
erke und Verfahren zur Querschnittbemessung 
Spannungsbereehnung von  Eisenbetonquer 
ten. Die Zielsetzunz des Buches veranlaßt 
erfasser, sich dabei auf die elementaren Hilfs 
der Baustatik zu beschränken. Die Begrün- 


duns der verwendeten Reehenvorsehriften ist leider 
unvollständie, unklar und zum Teil falsch. Für den 
Handgebrauch eibt es außerdem zumeist bessere 
Verfahren, die schneller zum Ziele führen. 
Dresden. R. Arendt. 606 


Dr.-Ing. BERNHARD FRITZ, Theorie und 
Bereehnune vollwandirer Borenträ 
eer bei Berücksiehtigunz des Einflusses der 
Systemverformung. VI + 142 S. m. 75 Abb. im 
Text. Berlin 1934. Verlax Julius Springer. Preis 
12 M. 

Der Verfasser untersucht den Spannungszustand 
eines Bogenträgers mit verschiedenen Randbedin 
euneen unter Berücksichtieunz seiner Formände 
rune, Diese besitzt unter Umständen ebenso wie 
beim Häneeträger eroße Bedeutung und kann dann 
bei der Beurteilung der Festiekeit des Tragwerks 
nicht vernachlässiet werden. Der Verfasser leitet 
die Theorie ausführlich ab und zeigt deren Anwen 
dunze an mehreren Zahlenbeispielen. Bekanntlich 
verliert die Grundlage der elementaren Baustatik, 
das Superpositionsgesetz, hier seine Gültigkeit, 80 
daß die Grenzwerte der Sehnittkräfte nieht mehr mit 
Hilfe von Einflußlinien festrestellt werden können. 
Außerdem liefern  Temperaturänderungen auch 
Spannungen im statisch bestimmten Dreigelenk 
boren. Für die Verwendung der Arbeit beim Ent 
wurf von Borenbrücken aus Stahl-oder EKisenbeton 
ist die Untersuchung einer im Vergleich zur end 
eültiren Mittellinie überhöhten Bogenform wichtig. 
Bei eeeieneten Annahmen gelingt es, (die Zusatz 
spannungen aus der Formänderung des Dreigelenk 
borens um 50 v. H. zu senken und heim einzespann 
ten Bogen nahezu vollständie zu beseitieen. Die 
ausführliche Untersuchune dieser Zusammenhänge 
verdient bei der eerenwärtieen Verwendung hoch 
wertieer Baustoffe im Brückenbau Beachtung 

Dresden. | K.Bever 6093 


J. F. KOKSMA, Diophantisehe Approxi 
mationen. (Ergebnisse der Mathematik und ihrer 
Grenzeebiete. hrse. v. d. Sehriftlte. d. „Zentralblatt 
für Mathematik“. Bd. IV.) VI + 157 SS. Berlin 1936. 
Verlag Julius Springer. Preis brosch. 18.40 M. 

Es ist dem Verfasser eelungeen. auf aubßberordent 
lieh klare Weise einen Überbliek über die eanze 
umfanereiche und interessante Theorie zu «eben. 
die sich im Laufe der Zeit auf diesem Gebiet ent 
wiekelt hat. Bei der Darstellunz wurde das Haupt 
eewieht darauf zelegt. die Problemstellungen, Me 
thoden und Resultate mörliehst deutlich hervor 
treten zu lassen. was ganz besonders dazu beiträgt. 
das Buch interessant und Jeieht zueängrliceh zu 
machen. Die Beweise mußten oft durch Methoden 
betrachtunzen ersetzt werden: weil sieh aber über 
all viele Literaturaneaben finden. wird man es 
kaum als Maneel anzusehen haben: außerdem hat 
das Buch dadurch sehr an Übersiehtlichkeit ge 
wonnen. 

Das Literaturverzeichnis am Ende aes Buches ist 
wohl auf den meisten Gebieten vollständie. Kin 
paar Ausnahmen (die aber die Regel bestätigen) 
werden vom Verfasser auf S. 30 und 58 angeführt. 

Der Verfasser deutet bei allen Problemen ihren 
historischen Werdeeange an von der Zeit ihres ersten 
Auftauchens an bis heute. An einzelnen Stellen 
skizziert er auch. wie wohl wahrscheinlich die Ent 
wieklung weiterzehen wird. Dareren war es leider 
unmöglich. die Anwendungen der Theorie (wie z. B. 
die fastperiodischen Funktionen) und einzelne ver 
wandte Probleme (wie z. B. Hypertranszendenz) zu 
behandeln. ‚Jedoch gibt es aueh für diese Gebiete 
ein ausführliches Literaturverzeichnis. 

Alles in allem. ein interessantes und wertvolles 
Handbuch! 


Hambure. Poul W. Marke. 599 














". HAUSDORFF, em. o. Prof. a. d. Un. Bonn. 
Meneenlehre. (Göschens Lehrbücherei. Grup 
pe I. Reine Math.. Bd. 7. 3. Aufl.) 307 S. m. 12 Abb. 
Berlin und Leipzie 1935. Verlag W. de Gruyter 
u. Co. Preis eeb, 13.50 M. 

Die 3. Auflaee dieses bekannten. ganz auserezeich 
neten Werkes über Mengen ist ein fast unverän 
derter Abdruck der 2. Auflage aus dem Jahre 1927. 
Hinzugekommen ist ein 10. Kapitel. welches von 
Meneenmoduln und «der Baireschen Bedinzunge so 
wie von halbschliehten Abbilllungeen handelt. Außer 
dem finden sich am Sehlusse des Buches einiee 
Nachträre, so daß es auch von den neusten Fort 


der Theorie, die man den Polen verdankt. 
einen Eindruck vermittelt. 

Die Menzeenlehre ist abstraktesten und 
rleichzeitie schönsten mathematischen Disziplinen. 
Sie spielt eine große Rolle auf allen Gebieten der 
Mathematik (vor allem z. B. in der Theorie der 
Inteerale und Integraleleiehungen). da sie so außer 
ordentlich zur Klärung der Begriffe beiträgt. Die 
berühmt-berüchtieten Antinomien der Meneentheorie 
haben allerdines bekanntlich aueh zu Verwirrungen 


schritten 


eine der 


\nlaß zeereben. Diese werden in vorlieeendem 
l,ehrbuch ausdrücklich nieht behandelt. Das ist ein 
lentliceher Hinweis auf die Ziele. die der Verfasser 
verfolot. 

Hambure, W, Maak. 601 


W. KRULL, Idealtheorie. (Ergebnisse der 
Mathematik und ihrer Grenzgebiete, herausgegeben 


von der >Sehriftleitune des „Zentralblatt für Mathe- 
matik“, 4. Bd.. 3.) V 152 S. Berlin 1935. Verlag 
Julius Springer. Preis broseh. 1750 M. 

Das Buch gibt eine wohl vollständige Übersicht 
über den heutirzen Stand der kommutativen Ideal 
theorie. Verf. eliedert seinen Bericht in die „.addi 
tive” Idealtheorie. die auf die klassische Arbeit 
über Polynomrinze von Lasker zurückgeht und be- 


sonders in der Berründune der aleebraischen Geo- 
metrie eine wichtige Rolle spielt. und die auf Dede 
kind fußende „multiplikative”, deren Ursprung und 
Hauptanwendungszebiet die alzebraische Zahlen 
theorie ist. Die Grundsedanken der Beweise sind 
überall skizziert. viele Literaturaneaben und Hin- 
weise im Text und ein Verzeichnis am Schluß er 
leiehtern «die Benutzune der einschlägieen Literatur 
und machen das Bueh zu einem wertvollen Were 
weiser für den. der tiefer in (sebiet (ler mo 
lernen Mathematik einzudrineen wünscht. 


lies 


Hambure. H. Nehrkorn. 602 
MAX DEURING, Alzebra. (.lreebnisse der 
Mathematik und ihre Grenzeebiete*, hrse. v. der 


Scehriftleitune des „Zentralblatt für Mathematik“. 
I. Bd. 1.) 143 S. Berlin 1955. Verlax Julius Springer. 


l’reis hrosceh. 16.60 M. 

I. Heft: Max Deuring, Älgzebren. 
Preis 16.60 M 

Das Buch füllt eine empfindliche Lücke in der 
derzeitieen Literatur aus: eibt zum erstenmal 
einen zusammenfassenden Bericht über die Theorie 


V+14S3. 


eS 


ler hyperkomplexen Systeme (Algebren‘, wie sie 
sich namentlieh in der letzten Zeit entwiekelt hat. 
Die beiden ersten Kapitel bringen die abstrakten 
(‚rundlawen und die aleebraischen Struktursätze, 
las 3. die Darstellunestheorie. Das 4. und 5. be 
handelt den Zusammenhane mit der kommutativen 


\leebra. insbesondere der Galoisschen Theorie, und 
die Faktorensvsteme und damit zusammen mit dem 


6, und 7. die Sätze, die nenerdines in (der alzebra- 
isehen /.ahlentheorie., insbesondere der Klassen 
körpertheorie zu großer Bedeutung gelangt sind. 
In Kap. 6 wird die Arithmetik der Algebren ent 
wiekelt. das wiehtieste Gebiet der niehtkommu 


tativen Idealtheorie. 


Buchbespreehungzen 
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Der Bericht hat den Charakter eines knapp 
faßten Lehrbuches, ein Literaturverzei: 
am Schluß vermittelt den Zusammenhang mit 
Orieinalarbeiten. 


reiches 


Hambure. 


H. Nehrko rn. 

Dr.-Ine. A. REINHARDT VDl, Dresden, 7 
ÄAhnlichkeitsresetz für Hohlraı 
bildunzen, und Dr.-Ine. H.KRANZ VDlI. Es: 
Strömung in Spiralgehäusen. | 
schungsheft 370, Beilage zu „Forschung auf 
(ebiete Inzenieurwesens"“. Ause, B, Bil 
Januar/Februar 1935. >31 m. 64 Abb. Berlin 1 
\VDI-Verlae m. b. H. Preis 5M. 


Das umfangreiche Gebiet der Strömungesmaseh)ı 
erfährt dureh diese zwei Versuchsarbeiten eine w 
volle Bereicherune. 

A. Reinhardt geht bei der Aufstellune (des 
Versuchsplanes davon aus, daß die aus der Ähnli 
keitstheorie abezeleiteten Foleerungen für Hohlrau 
bildunzen in Strömungsmaschinen eine Einsehr: 
kun der Gültiekeit von Modellversuchen bedinge 
Nur das alleemeine Newtonsche Ähnliehkeitseesei 


(les 


S 


kann bei Modellversuchen zuerunde gelegt wen 
den. Der aus (dem Ähnlichkeitszesetz 

Hohlraumbildungeen berechnete Kavitationshei 
wert o hat sich als nieht genügend sieher zu eı 


mittelnde Größe erwiesen. An dem Kaplanturbinen 
Versuchstand im Dresdener Masch.-Lab. werten 
daher Vergleiehsversuche über den Eintritt von Ab 
lösunzeen bei gleichen o und verschiedenen Gefäll 
höhen durchgeführt. Es werden Abweichungen von 
der Newtonschen Ähnlichkeit abhänzie von de 
Kavitationskennzahl festzestellt und ihre Ursach 
in der Dampfblasenbildung gesehen. 

H. Kranz untersucht einzehend die Rück 
wirkung der Form von Spiralgehäusen einer Tu 
bine und Kreiselpumpe des Institutes für Wasser 
kraftmaschinen der TH. Hannover auf ihre Wir 
kungsgradbeeinflussung. Durch Gesehwindigkeits 
und Druckmessungen an zahlreichen Gehäusestellen 
wird das Strömungsbild festzehalten. Die Versuche 
wurden in geschlossenen und offenen Gehäusen 
durchgeführt. In Leitschaufelnähe war die Strömung 
nicht axialsymmetrisch infolge der Ausbildung (des 
Genäuse-Einlaufes und dureh auftretende Neben 
strömungeen. Axlalsymmetrie wird am besten 
zielt bei einem Zentriwinkel der Spiralwanı von 
etwa 360°. Eine Führung der Zunge bis unmittelbaı 


an die Leitschaufeln heran ist nicht nötig. Bei 
Kreiselpumpen ist die Erweiterung des Gehäuse 
auslaufes von ausschlagezebendem Einfluß auf «dA 


Strömune. Es ergeben sich hier eroße Abweiechun 


een von der Potentialströmung, 
Berlin. 0. Holfelder VDI. 
Dr.-Ine. E. KALLHARDT \DlI. Indizieren 


schnellaufender Verbrennungskraäl 


maschinen. und Dr.-Ing. ©. MAYER- 
SCHUCHARDT, Schwinerungen von Lu! 


säulen mit eroßer Amplitude. Fo 
schungsheft 376, Beilage zu „Forschung auf «“ 
(ebiete des Inzenieurwesens“. Ause. DB. Bil. %. 
‚Januar/Februar 1936. 22 8. m. 68 Abb. Berlin 10. 
VDI-Verlae. Preis 5 M. 

Beide Forschunesarbeiten beschäftizen 
den «mreh die hin- und hergehende Kolbenbewez 
in Kolbenkraftmasehinen verursachten Schwie 


sich 


keiten der meßteehnischen Erfassung dieser \ 
einge, 

Die erste Arbeit. die dem Labor von Prof. 
Nusselt entstammt. hat die Genauigrkeitsun! 


suehune von meehanischen. stroboskopischen 
elektrischen Indizierverfahren durch Vergleichs‘ 
suche unter konstanten Arbeitsbedinzungen 
einem Fahrzeugvergasermotor mit bis zu 1250 U 
sich zur Aufeabe zestellt. Obwohl die Tatsa 
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‚napp ein mit geringster Trägheit aufzeichnender In-  trizenmechanik sehr schön heraus. Der Anfänger 
erzeii ‚tor auch die geringsten pi-Werte ergibt, längst aber wird, obwohl sehr geschickt einige, den Ge- 
mit ınnt war. ist es sehr dankenswert, daß diese dankengang störende Zwischenbetrachtungen in 
mäßieen eingehenden Versuche durchgeführt den Anhang verwiesen sind, doch einige Schwierig- 
6 len. Daß der Farnboro-Indikator in dem Meb keiten haben, ein Umstand, der sich jedoch bei denı 
-h nur 4 bis 5% zu hohe Werte anzeigte, behandelten Stoff ohne beträchtliche Raumvermeh- 
sn. 7 ‘te daran liegen, daß die gewählten Drehzahlen rung schwerlich vermeiden läßt. 
Ayan nieht als ausgesprochen hoch zu bezeichnen Stuttgart. G, Wiarda. 
IL. Es: Bei Drehzahlen von etwa 3000 U/min dürften 
2 j Unterschiede durch starke Streuung ‚der strobo- Dr. Dr-Ine. eh. E, TREFFTZ. Prof a. d. Tecı 
auf ‚ischen "arnboro Punkte noch gröber werden. H . ‚ 2 8. ©. h . IRE . FOR a..cd. ke In. 
” »rilines dürften dann auch die gewählte Bauart DEUSCHUNK Dresden, Graphostatik. (Teubners 
, Bi Mathematische 


Kolben-Quarzkammer und die Eigenfrequenz 
>00 Hz-Meßschleife nicht mehr genügend träg- 
los sein. Für die Drehzahlbereiche, in denen 
rhaupt noch andere als elektrische Indikatoren 
vendbar sind. ist durch die Versuche Kallhardts 
erreichbaren 


erlin 10 


1 
Nasen 


»ine W 


e eute Klärung der Genauigkeit 
Hung des mittelt. 
r Abnlı Die zweite Versuchsarbeit entstand im Laborato- 


Hohlran 
Sinsehr. 


heine: }} 


m von Prof. Dr. Schmidt, Danzig. Sie befaßt sich 
Luftsäulen-Schwingungen großer Amplitude. 
‚se sind nieht dureh Rechnung mit der Theorie 
or linearen Sehwingungen zu erfassen. Als 


eltsees: 17 


legt weı chwineungserrerer diente die Kolbenbewegung 
Be. I os elektrisch angetriebenen und von 0 bis 
Latıonshbe 000 min rerelbaren Zweizylinder-Motors. Unter 
er zu eı 


Schwingungen in einem 10 m 
ıneen Rohr dureh Membran-Druckmessune am 
Rohrende und Geschwindiekeitsmessunge mit Hitz- 
Iraht-Anemometer. Die Schwingungen wurden fort- 
ııfend auf ein Filmband aufgenommen. Es er 
rıben sieh im Resonanzgebiet, das 7% höher als 
nach der Theorie erwartet lae, trotz sinusförmiger 
\nreeune Wellen mit steilen Fronten. An ihnen 
reten nennenswerte Drucksprünge, die sieh mit 
Überschallgeschwindigkeit fortpflanzten. auf. Im 
Ganzen bestätiet die Arbeit die Richtigkeit der von 
Rüdenbere zuvor theoretisch abgeleiteten Gleichun 
sen für den Druck- und Temperatursprung. 

Berlin. O0. Holfelder VDI. 608 
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GRIMSEHL, Lehrbuch der Physik. XNeu- 
earbeitet von Dr. R. Tomaschek. Prof. a. d. Techn. 
Hochsch. Dresden. Erster Band, Meehanik, Wärme- 
ehre. Akustik. 9. Aufl. VIII + 674 S. m. 740 Abb. 
Leipzie und Berlin 1936. B. G. Teubner. Preis 
eb. 19.850 M. 

Die Vorzüre dieses Lehrbuches sind hinreichend 
Wötie. Bei ekannt. In der vorliegenden 9. Aufl. sind sie un- 

Gehäuse eschmälert erhalten zeblieben, obwohl der ge- 
h auf die ımte Stoff von Grund auf umgearbeitet ist. Neu 
\hweiehun ueekommen ist ein kurzer, gut gelungener Ab 
nitt über die Ballistik. Durch die Umstellung des 
ısehnittes über Schwingungen und Wellen vor den 


"DI. 608 

ber die Wärmelehre ist die Mechanik einheitlicher 
lizieren sammeugefabt. Insbesondere für den Ingenieur- 
‚skraft studenten ist es sehr wichtiz. einmal das ganze 
_ MAYER- ehiet der Mechanik unter dem Gesichtspunkt der 
nLafi perimental Physik kennenzulernen, un«d dazu 
de. Fo un ihm der neue „Grimsehl“ gut verhelfen. 

auf cd“ Luttgart, G, Wiarda. 
B. Bd. 7. 


‚erlin 1950. \. DÄNZNER, Ass. am phys. Institut der Uni- 
Sıtäit Frankfurt, Grundlagen der Quan- 
nechanik. Wissensch. Forschungsberichte, 
ırwissenschaftliche Reihe, Bd. 35. hrsg. v. Dr. 
Lieserang, Frankfurt. XI + 163 S. mit 
jeser \ ‚bb, Dresden und Leipzig 1935, Verlag von 
‘or Steinkopff. Preis geb. 13 M. 
len Leser, der sich schon einmal an den ein 
ren Arbeiten (etwa de Broglie, Dirac, Heisen- 
Schrödinger) versucht hat, dürfte dieses 


ı sieh 
bewer 
Schwir 


Prof. 
keitsun! 
schen 


eleichs\ ein sehr willkommen sein; es wird ihm viel- 
ungen | wie Schuppen von den Augen fallen. So 
1250 U tz. B. die Äquivalenz der Schrödingerschen 
Tatsa ımechanik und der Heisenbergschen Ma- 








Band 42.) % SS m. 
1936. 


Leitfäden. 
Leipzig und Berlin 
Preis kart. 6,40 M. 


499 Abb. 
l’eubner. 


Verlag B. 6. 


Die graphische Statik, als ein in sich ziemlich 
fertiges und Wissenschaftsgebiet, 
ist auch in ihrer Darstellung schon nahezu erstarrt: 
die Lehrbücher sind, gemessen an der Bedeutung 
(les Gegenstands, allmählich recht umfangreich 56 
worden und schleppen manchen alten Ballast mit 
sich. Für ein kurzes, handliches und modernes 
l,ehrbuch besteht somit ohne Zweifel ein Bedürfnis. 
und diese „Graphostatik” erscheint daher gerade 
zur rechten Zeit. Das Buch umfabt auf knappen 
vier Druckbogen in didaktisch sehr klarer und wis 
senschaftlich einwandfreier Form alles Wesentliche: 
zuerst ein allgemeines Kapitel über die Grund 
vesetze der Statik und die Konstruktionselemente 
der graphischen Statik, dann die Anwendung auf 
einfache und nichteinfache Fachwerke (dabei ein in 
dieser Form wohl vom 


abzeschlossenes 


Verfasser stammender Be 
weis für die Existenz des reziproken Kräfteplanes). 
weiter die Anwendung auf die Ermittlung von 
Flächenmomenten 1. und 2. Grades und schließlieh 
auf die Biezung der Balken, im ganzen also den 
Stoff, der heute wohl an den meisten Technischen 
Hochschulen in der Vorlesung über Mechanik voı 
getragen wird. ‚Die Trefftzsche „Graphostatik" 
wendet sich aber nieht nur an den Ingenieur, son- 
dern auch an den Mathematiker, bei dem sie dafür 
werben will, sieh mehr als bisher mit den Anwen 
dungen seiner Wissenschaft zu befassen. Katm ein 
anderes Teilgebiet ist so leicht zugänglich und zeigt 
so schön das innere Wesen der angewandten Mathe 
matik wie die graphische Statik, die, wie der Ver 
fasser treffend bemerkt. aus wenizeen einfachen 
Grundgedanken eine Fülle praktischer Ergebnisse 
gewinnen läßt. Dies eindringlich und überzeugenid 
aufzuzeigen, ist das eigentliche Leitmotiv des ganzen 
suches, 
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D. KÖNIG, a. 0. Prof. a, d. kel. ungarischen .!o 
sefs-Universität für Technik und Wirtschaftswissen 
schaften in Budapest, Theorie derendlichen 
und unendlichen Graphen. Bd. 16 der 
Sammlung: Mathematik und ihre Anwendungen in 
Monographien und Lehrbüchern, begr. von E. Hill, 
hrsg. von E. Artin. XI + 258 8. mit 107 Abb. Leip- 
zie 1936. Akademische Verlaesgzesellschaft. Preis 


veeb, 18 M. 


Kine tleibige und gründliche Darstellung der 
Topologie der Strecekenkomplexe vom kombinato 


risch - mengentheoretischen Standpunkt aus init 
reichlichen  Literaturangaben. Ein kurzer Pa 
ragraph behandeit eine Anwendung auf die Elek- 


trizitätslehre (Kirchhoffsche Sätze), ein anderer den 
Zusammenhang der regulären Graphen 3. Grades 
mit dem Vierfarbenproblem. das 8. Kapitel amü 
sante Beziehungen zu mathematischen Spielen. Ob- 
wohl die Darstellune elementar gehalten ist, ent 
hält sie eine systematische. auf der Höhe der Wissen- 
schaft stehende Theorie des Gegenstandes und 


dürfte zur Zeit als Hauptwerk seines Gebietes gelten. 


Halle, 


W. Threlfall. 672 
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’rof. Dr. W. BLASCHKE, Vorlesungen 
überInterralzeeometrie. 1. Heft (Hambur- 
er math. Einzelschriften 20. Heft). 2, Aufl. 60 >. 
lkeipzie 1936, Verlag B. C. Teubner. Preis brosch. 
>» M, zeb.6M. 

Wie am Einganzr der Differentialgeometrie der 
Berriff der Tangente steht, so geht die Integral- 
reometrie,. deren Ausbau in «der ersten Auflage 
lieser Schrift wurde. vom Beeriff des 
"lächeninhalts als eines Maßbes für die Anzahl der 
Punkte ’unktmenze aus. Der wesentliche 
(eilanke ist der, sieh nieht auf Mengen von Punk 
ten zu beschränken, sondern Menzren von Gerailen, 


beronnen 
einer 
von Lagen starrer Körper usw. zu messen, was im 


Mabe frei von Willkür möglich ist, wie 
las Messen von Punktmeneen dureh den Flächen- 


oleichen 


inhalt. Kin typisches reebnis ist z. B. der 1868 
von Urofton eefundene Satz. wonach die Menve 


ler Treffzeraden zweier Eibereiche der Ebene «dureh 
die Differenz der verschlungenen (achtförmigeen) und 
ler unverschlungenen (konvexen) Seillinie gemessen 
wird. die man um die Bereiche leeren kann. Von 
weiteren Sätzen. die in der bekannten lebendigen. 
ideen- und beziehungsreichen Darstellung des Ver- 
bieten, sel auf die Isoperimetrie des 
Kreises, auf den gemischten Flächeninhalt. der in 
der Theorie der konvexen Körper nach Steiner, 
Brunn. Minkowski eine Rolle spielt, und besonders 
auf die inhaltschwere Hauptformel hingewiesen. 
Wie alles. was in der Mathematik gesund ist, früher 
oder später von selbst zur angewandten Mathematik 
in Beziehunz kommt. so ist es auch in der Interral- 
eeometrie, Zwar sollen die Anwendungen erst in 
späteren Hefte der  Einzelschriften zur 
Doch wird schon hier ein In 

Unveränderliehkeit der Strah 
lendiehte bei Dureheane dureh ein optisches In 
strument vebracht, während man die Tragweite 
ler Anwendune der Inteeraleeometrie auf die 
Optik erst aus Nr. 11 der Arbeiten zur Interralzeo 
metrie erkennen kann. Klassische Gedanken der 
\iathematik und verständliche Wissenschaft finden 
sieh in dem Hefte aufs sehönste vereint. 
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fassers sieh 


einem 
Sprache kommen. 


varnanzsatz der Optik 


’erner sind bei der 
Bücher eingegangen 
bleibt vorbehalten 


Schriftleitung 
(ausführliche 


folgende 
Besprechung 


Dr. FRANZ VON KRBEK, Die Grundlaren 
ler Quantenmechanik undihre Mathe- 
matık. Neue Deutsche Forschungen, heraus 
ereben von H. R. G. Günther und E. Rot 
haeker. Band 81. Abt. Mathematik in Verbin 
lune mit G. Hamel. G. Kowalewski. W. Süß. 
l. Tornier herauszereben von G. Feiel. Bd. 1. 64 >. 
Berlin 1936, Verlag Junker & Dünnhaupt. Preis 
brosech. 3.20 M. 


“. TORNIER, Professor an der Universität Göf 


tineen Wahrscheinlichkeitsreehnung 
und alleremeine Inteerationstheorie. 
\1+ 160 8. Leipzie und Berlin 1936. Verlag B.G. 


Preis geb. 12 M. 


J. J. HOLBA, Berechnunesverfahren 
ur Bbestimmune der kritischen Dreh 
ahlenvon reeraden Wellen. VII 190 S. 
mit 117 Abb. Wien 1936, Verlag Julius Springer. 

reis veb, 18.60 M. 


leubner. 


Dr, U. CRANZ. Geh. Rer.-Rat und 0. Prof. a. d. 
Hochschule. Berlin. Lehrbuch der Ba] 


listik, Ergänzungen zum Band I. 5. Aufl. (1925). 
band II (1926). und Band IM. 2. Aufl. (1927), XI + 
>32 S, m. 807 A\bb. und einem Schießtabellen-Anhang 
1. 2 Diagrammen. Berlin 1936, Verlag Jul. Springer. 


reis eeb, 36 M. 


Buchbesprechungen 


Ztsehr. f. an: 
Math. und M 


REINHOLD FÜRTH, Prof. an der Deutschen | 
versität Prag, Einführung in die Theo 
tische Physik. XIV +48 S. mit 128 A 


Wien 1936. Verlag Julius Springer.  Vreis 
19,80 M. 
Dr.-Ing. Dr. techn. E. RAUSCH, a. 0. Prof. a 


Techn. Hochschule 
mente und andere dynamische ba 
aufreaben. 1. Teil: Allgemeine Konstruktioı 
und Berechnungsgrundlagen, ausführliche Behna 
lung der durch Stoßwirkung beanspruchten G 
dungen. 111 S. Berlin 1936. Vertrieb VDI-Ver! 
G.m.b.H. Preis brosch. 9 M. 


Berlin. Masehinenfun 


Prof, ©. TH. BÜRKLEN, Mathematise 
Formelsammlung. (Sammlung Göschen. 5! 
neubearbeitet von Dr. F. RINGLEB. 270 8. m.37 Fir. 
Berlin und Leipzig 1936, Verlag Walter de Gruyteı 
(Co. Preis geb. 1,62 M. 


Dr.-Ing. F. TÖLKE, o. Prof. a. d. Techn. Ho: 
schule Karlsruhe, Besselsche und Hank« 
sche Zvlinderfunktionen nullter bis 
dritter Ordnung vom Argument rfi. 
”2 S. mit 3 Abb. Stuttgart 1936, Verlag Konrail 
Wittwer. Preis eeb. 4.90 M. 


GERHARD HALLE, Otto Lilienthal. deı 
erste Fliezer 192 S. m. 76 Abb. u. 5 Tafeln. 
Berlin 10936. VDI-Verlae G.m.b.H. Preis o 
Is0 M. 


] 
1 
ı), 


Nationalpolitische Übungsstoffe für den mathe- 
matischen Unterricht. bearb. v. OTTO KÖHLER 
und Dr. ULRICH GRAF. (KEhlermanns Mathema 
Unterriehtswerk,. herausgeeeb. von  Vtto 
Köhler und Dr. Ulrich Graf.) Heft 2, Ergänzungs 
heft zu Lötzebevers Mathematik für höhere Schulen. 
Mittelstufe. 56 S. Preis kart. —.90 M. Heft 3. Fi 
-änzungsheft zu Lötzebevers Mathematik für höhere 
Schulen. Oberstufe. 65 S. Dresden 1936. Verlas 
I,. Ehlermann. V’reis kart. 1.20 M. 


Han) 
(UIDUCIIE>M 


Dr. K. KOMMERELL, o. Prof. a. d. Univ. Tübin 
ven. DasGrenzgebiet der elementaren 
und höheren Mathematik. VII+2M >. 
m. 110 Fig. Leipzig 1936, K. F. Koehler Verl. 
‚reis 14 M, 


Dr. WILH. MÜLLER, Prof. a. d. Techn. Hoch 
schule, Aachen, Einführung in die Me 
chanik desFlures VI 115 S. m. 55 Abb. 
Leipzig 1936. Dr. Max Verlagsbuchh.. 
Preis broseh. 4.80 M. 


Jänecke. 


Prof. Dr. A. THUM, VDI. und Dr, Ing. W. BAUTZ, 
VDI. Steirerunge der Dauerhaltbarke!| 
von Formelementen dureh Kaltve:ı 
formung. Mitteilungen «der Materialprüfun 
austalt an der Technischen Hochschule Darmsta 
Heft 8) VI+8s9 SS. m. TI Abb. u. 28 Zahlen 
Berlin 1936. VDI-Verlae G. m, b. H. Preis bros 
“50 M. 


Professor Dr.-Ing. JULIUS RATZERSDORFER, 
Die Kniekfestierkeit von Stäben 
Stabwerken. IX + 321 8. m. 151 Abb. W 
1936, Verlag Julius Springer. Preis geb. 25, 


Dr. JOHANNES FISCHER, Kinführung 
die klassische Elektrodynamik. Vll 
199 S, m. 120 Abb. Berlin 1936. Verlag ‚Ju 
Springer. Preis geb. 13,80 \M. 


Dr. Ine. OTTO MUND, Der Rebhanns: 
Satz. VI+34 S m. 30 Textabb. Berlin | 
Verlax Wilhelm Ernst & Sohn, Preis brosch. 
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\W, LIETZMANN und Dr. J. SJAROSCH, 
netik. Aleebra und Analysis für 
ınd \1. Klasse der Gymnasien, Realgymna- 
| Frauenobersehulen, unter Benützung von 
nann-Zühlke: Aufgabensammlung und 
en für Arithmetik, Algebra und Analvsıs 
atisches Unterriehtswerk für Mittelschulen 
_ Lietzmann und J. Jarosch). Wien 1936, Ver- 
nz Deuticke. Preis geb. 3.20 M. 


DEN HARTOG, Associate Professor of 
Mechanies. Cambridge, Mass. Mecha- 
Schwinzunzen. Deutsche Bearbei- 

‚n Dr. Gustav MESMER. Aerodynamisches In- 
\achen. XI-+ 343 S. m. 274 Abb. Berlin 


Verlaxe Julius Springer. Preis geb. 29,60 M. 


- Dr. Inge. G. BIERETT und Dr. Inge. G. 
GRUNING, Staatl. Materialprüfungsamt Berlin-Dah 
Untersuehung über die Knick- 
v»keit von gzestoßenen Stützen 
plangefrästen Stobflächen und 
teilweiser Stoßdeekunge (Kon- 


traktstöße: bei mittiger-und auber 

mittierer Belastung: Untersuchung 
überden Einflub von Sehrumpfdruck- 
spannungren in zeschweißten Druck 

eliedern auf die Knickfestirkeit bei 
mittieerundaußbermittirerBelastung., 
Berichte des Deutschen Ausschusses für Stahlbau, 
Ausgabe B.) 22 S. m. 27 Abb. Berlin 1936. Ver 
lag Julius Springer. Preis brosch. 3,60 M. 


CL. H. TIETJEN, Raum oder Zahl (Schule 
im Aufbau aus völkischer Wirklichkeit herausg. von 
(]. H. Tietjen. 6), m. einem Geleitwort von Mi- 
nisterialdirektor Prof. Dr. Vahlen. 51 8. m. 30 Fie. 
u. 7 Tonbildern. Leipzig 1936. Verlag Friedrieh 
Brandstetter. Preis broseh,. 1.50 M. 


Dr. ROLF NEVANLINNA, Prof. a. d. Univ. Hel 
sinki. Eindeutige Analytische Funkti 
onen. (Die Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften in Einzeldarstelluneen. Bd. XLVI.) 
V1Il +353 8. m. 24 Abb. Berlin 1936, Verlae Julius 
Springer. Preis geb. 29,40 M. 


NACHRICHTEN 


Geheimrat Prof. Dr. Karl Scheel f. 


Sonntae, den 8. November, starb in Berlin der 
Geheime Reeierungsrat Prof. Dr. Karl Scheel. Die 
nhvsikalische Wissenschaft verliert in ihm einen 
Gelehrten. der dureh seine Präzisionsmessungen 
nsbesondere auf dem Gebiete der Wärmelehre zur 
sicheren Fundierung der Physik wesentlich bei- 
vetraxen hat. Seine selbstlose Arbeit für das phy- 
sikalische Sehrifttum ist den Lesern unserer Zeit- 
schrift in erster Linie durch das gemeinsam mit 
Geiger herauszegebene „Handbuch der Physik“, 
Iurch die „Zeitschrilt für Physik” und die „Phy- 
sikalischen Berichte”. deren Schriftleiter Scheel 
war. bekannt geworden. Seine vortrefflichen Eigen- 
schalten: unbeirrbare Sachlichkeit. Bescheidenheit 
nd eroße menschliche Güte sicherten ihm die 
\nerkennun® der Fachzenossen und die warme 
reundsehaft derer. die ihm näher standen. 
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Z/USCHRIFTEN AN 


Rechnerische und experimentelle Er- 
mittlung der Durchbiegungen und Span- 
nungen von quadratischen Platten bei 
freier Auflagerung an den Rändern, 
gleichmäßig verteilter Last und großen 
Ausbiegungen. In der interessanten Arbeit 

salser finde ich auf 8. 91/92 die Ableitung 
ormeln für die Zerlegung der gemessenen 
ıngen nach Biege- und Gewölbespannungen. 
nich selbst vor einiger Zeit mit diesem 

„u befassen hatte, und da es mir dabei 
die vollständige Ableitune in sehr ein- 
dl kurzer Weise durchzuführen während 
ılser von einer umständlichen Rechnung 
die er nicht in extenso ausführt —, glaube 

‘e einfachere Lösung den Lesern nieht vor- 

ı zu sollen, um so mehr, da sie in bezug 
etzte Vorzeichen in Formel (65) abweicht. 
sehr einfache Ausdrücke für die Winkel 
ind sieh schließlich eine prägnante Formel 


Gesellschaft 
für angewandte Mathematik und Mechanik. 
Ortseruppe Berlin. 

Am 13. November hielt Hr. Prof. Dr. G. Wein 
blum- Berlin einen Vortrag über „Einire Probleme 
des Wellenwiderstandes von zetauchten Drehkör 
pern und von Schiffen“ (Versuche gemeinsam mit 
H. Amtsbere und W, Bock. 

Am 4. Dezember sprach Hr. Dr.-Ing. habil. H. 
Buchholz-Berlin über „Die Interraleleichungen 
der Wirbelströmung“. 

Persönliches. 

Der ord. Professor der Physik an der Universität 
Berlin Dr. P. Debve, Direktor des Kaiser Wilhelm- 
Instituts für Physik, wurde durch die Verleihung 
des Nobelpreises für Chemie ausgezeichnet. Im 
Herbst dieses Jahres ernannte die Harvard Uni 
versität, Cambridge /Mass./ USA, anläßlich ihrer 
300-Jahrfeier Herrn Debye zum Ehrendoktor. 


DEN HERAUSGEBER 


für die gegenseitige Abhängigkeit derselben ab- 
leiten läßt. 

Die hier vorgeschlagene Lösung weicht von der 
Lösung von Herrn Kaiser im wesentlichen darin 
ab, daß bei der Ableitung der Formeln die ge- 
messenen, resultierenden Spannungszustände eben- 
falls auf gewisse, geeignete Richtungen bezogen 
werden. und zwar auf dieselben wie der Bierungs- 
und Gewölbespannungszustand. Als solche dürften 
sieh am besten die Richtungen ». n der Winkel- 
halbierenden der Riehtungskreuze der gemessenen, 
resultierenden Spannungszustände eignen, Abb. la. 
Indem man «die Summe der Normal- und Schub- 
spannungskomponenten des Gewölbe- und Biegungs- 
zustandes in den m. n-Richtungen gleich den 
entsprechenden Komponenten des resultierenden 
Zustandes setzt. und zwar einmal für die obere 
Obertläche,. dann für die untere, erhält man sechs 
Gleichungen mit sechs Unbekannten, und daraus 
in elementarer Weise die sechs Unbekannten selbst. 
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Für die zwei gesuchten Spannungszustände ergeben 





sieh so die "ormeln. vel. Abb. 1b: 
IT, 
OÖ, 
ou% 
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Abb. la. 


Gewölbespaä nnuneen: 


d ( 1 - 
9,G, 9%G , = #4 9* dd? > hd cos2o | 
/ dd 
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Bierungsspannungen oben: 
(dl E> 1 : . . ‚ 
ıR- OR ] h* dl hl eos2% (3 
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wobei ea. b. e und d foleende Abkürzungen bedeuten: 


(hemessener resultierender) Zustand 


oben: 

0,0 6,0 
. I 
.) .) 


(D). 


(emessener (resultierender Zustand 





UDBTeN: 
i vl el ] ıl el 6) 
.) ) 
\us (2) und (4) folgt: 
eye, 
woraus ersiehtlieh ist. daß die Winkel 3 und 5 
immer lasselbe Vorzeichen haben. 
In der Schreibweise von Kaiser ist, vel. 
Formeln (1) und (3): 
| n o +) >) 
tn, TG z ] tz‘ tn" + 2tTztpeos2d (8 
Kin Vergleich «dieser Formel mit der ent- 


sprechenden (65 
Vorzeiehen 


von Kaiser zeigt. dab hier die 
letzten Gliedes vertauscht sind. 
d.h. dab die Formel (65) von Kaiser diesbezüglich 
beriehtiet werden muß. 


Zürieh. 


des 


R.V.Baud. 620 


Zuschriften 


ir 


Ztsehr. R 
Math. und 





Erwiderung. ie Veröffentlichung de: 
schrift von Herrn Dr. Baud zu meiner Vissert 
Bd. 16. Heft 2. 8. 78 bis 98 dieser Ztsehr.) kan 
mir aus nur begrüßt werden. da in ihr die v: 
in meiner Arbeit gebrachten Formeln zur Zer] 
der gemessenen Spannungen nach Biege- uı 
wölbespannungen auf eintacherem Wege abı« 
werden und dabei der Vorzeichenfehler in n 
Formel (65) aufgedeckt wird. R. Kaiser. 


Die Strömung um einen ebenen Tray. 
flügel mit Querruder und Bestimmung 
der Luftkräfte auf einen ebenen Trag. 
fiügel mit Querruder. Bid. \VI, Heft 4. 

195 bis 198 und Seite 199 bis 226, 


Zu den Arbeiten des Herrn Schmieden .)i 
Strömune um einen ebenen Tragflügel mit ( 


rüuder“ und des Herrn Ellenberger „Bestimm 
der Luftkräfte auf eımen ebenen lragtlüg« 
Querruder” bemerken wir: 

1. Die stationäre Strömung um eine Platt 
huder ist als ebenes Problem für kleine Wink 
erst von H. Glauert!), für endliche Winke! 
S.A. Chapligin und Arjanikow (russisel 
handelt: letztere Arbeit ist in Deutschland 
lich geworden dureh die Arbeit von F. 
der den theoretischen Gang der russischen 
dargestellt und das Zahlenmaterilal erwei 
hat. Die von den letzteren gefundene Abbildu 
funktion stimmt mit der von U. oda 
überein. 


zugä 
Neun 
\rh 


Schimil 
ot vebenen 

2. Die instationäre Strömune um eine Platt 
Ruder ist als ebenes Problem für kleine Wink: 
st von T. Theorıdorsen?°) nach der 
von Waener behandelt worden. ferner von H 
Küßner?’, nach der Methode von PDirnban 
Diese beiden Lösungen stimmen im Erzebuis über: 
Der Ganz der Rechnung und die Ergebnisse vo 
Theor:ıdorsen unel llenbereer sin! 
wesentlichen zleich. 


ur. 
el AIE 
II ı 


I. RLotz u.H. G. Küßner. 6W 

In meinem im Oktoberheft dieser Zeitschr 
sehienenen Aufsatz: Ehene und räumliche Strömung 
usw. Beitrag zur Theorie der Schmierung. Mitt. || 
habe ich leider versäumt. den schönen Apparat vo 
". W. Thorne zur "Theorie der ebenen Schmierstr 


re) 


mung, der in Cambridge bei der letzten Ta: 
des Internat. Kongr. f. Mechanik ausgestellt v 
zu nennen, 


Dies bedaure ich um so mehr, als er eine 
Anrerunge zum Bau des von nır in meinem 
beschriebenen Apparates zur Theorie der räun 
Schmierströmung ist. H. 


\ııl 


yıh 


. > . 
vewesen Reissı 


I), MH. Glauert: Theoretieal relationship for an a 


with hinged flap. ARC-Rep. a. Mem. Nr. 10095 (1975 

?®), F. Keune: Auftrieb einer gekniekten ebenen | 
Luftfahrtforschung Bd. 13, (1936). S. 856: S. A. Chaı £ 
and N. S. Arjanikow: On the forward aerofoil : 











slot theory. Trans. Centr. Aero-Hydrodyn. Inst. 
\r. 105. 

3) T. Theordorsen: NACA Rep. 496 (1934). 

1) HM. G. Kißner: Lufo, Bd. 12, S. 193 (193>). 


Bericht enthält nur Teilergebnisse. Ein zusammentas 
3jerieht erscheint demnächst in der Luftfahrttor> 





Einbanddecken für den Jahrgang 1936. 


Erst dureh das Einbinden wird der beendete Jahrgang zu einem handlichen und übersicht 


Nachschlagewerk. so dab man seinen Inhalt jederzeit 
für den Jahreane 1936 der Zeitschrift für angewandt 
herstellen RM 
he 


>) or 


lassen. die zum Preise von .) 


zoeen werden können. 





Fir den Textteil verantwortlich: Professor Dr. E. Trefftz, 
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